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الجمهورية الجزائرية الديمقراطية الشعبية 
وزارة التربية الوطنية 


(زياقبا يت 


السنة الثالثة من التعليم الثانوي العام و التكنولوجي 
الشعب: 
» رياضيات 
تقني رياضي 
* علوم تجريبية 
إشراف و تأليف 
محمد فاتح مراد مفتش التربية و التكوين 
المؤلفون: 

لہ تاوريرت جمال مفتش التربية و التكوين 

١‏ اححمد رين مفتش التربية و التكوين 

ل. عبد الحفيظ فلاح أستاذ التعليم الثانوي 

ل. عبد المؤمن موس أستاذ التعليم الثانوي 

ل غريسي بلجيلالي أستاذ التعليم الثانوي 


TT BASSE 


بسو الله الرحمان الرحيو 
RTI‏ مدخل SEY‏ 


أعد هذا الكتاب استجابة لمتطلبات المنهاج الجديد الخاص بالسنة الثالثة من التعليم الثانوي 
العام و التكنولوجي الخاص بشعب الرياضيات ٠‏ التقني الرياضي والعلوم التجريبية الذي شرع 
في تطبيقه ابتداء من الدخول المدرسي 2007 - 2008 . 


بالإضافة إلى الاحترام التام للمنهاج فقد حاولنا العمل بمختلف التوجيهات الواردة فيه كما 
تجسيد المقاربة بالكفاءات التي بني عليها من خلال اختيار أنشطة مناسبة سواء 

مختلف المفاهيم أو عند إدماجها كما حظي استعمال تكنولوجيات الإعلام 

ال بالاهتمام اللازم. 


يحتوي الكتاب على ستة (6) أبواب تمت هيكلتها بنفس الكيفية على النحو التالي: 

ه عرض للكفاءات المستهدفة إضافة إلى نبذة تاريخية 

« أنشطة تمهيدية. 

٠‏ الدرس. 

٠‏ طرائق و تمارين محلولة. 

٠‏ أعمال موجهة. 

٠‏ استعد للبكالوريا. 

٠‏ تمارين و مسائل. 

٠‏ اختبر معلوماتك. 

أردنا أن نجعل من هذا الكتاب وسيلة عمل ممتعة و ناجعة في أن واحد» نتمنى أن 

يمكنكم من التحضير الجيد لامتحان نهاية السنة. 


و كون هذا العمل إنجازا بشريا فإنه لا يخلو من النقائصء و عليه فإننا نرحب» بكل 
اهتمام» بانتقادات القراء التي تهدف إلى إثراء و تحسين الكتاب و هم مشكورون مسبقا 


aÎMaSE2ÎRReÊ 
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الموضوع 

4. الأعداد الأوكية 
أنشطة .. 
الدرس والطريق 


الدرس والطرائق 


الشكل المثلثي لعدد مركب غير معدوم... 
الشكل الأمّي لعدد مركب غير معدوم. 


کر حول نولات تایه امار 
الأعداد المركبة والتحو لات الق 


الكفاءات المستهدفة 


#» استعمال التمثيل البياني لتخمين سلوك ونهاية متتالية عددية. 
@ إثبات خاصية بالتراجع. 

# دراسة سلوك ونهاية متتالية. 

© معرفة واستعمال مفهوم متتاليتين متجاورتين. 

# حل مشكلات توظف فيها المتتاليات والبرهان بالترا 


تمت دراسة المتتاليات العددية الأولى من طرف اليونان » مثل متتالية الأعداد الأولية. 
رخميدس قام بأعمال حول المتتاليات التي نهايتها تساوي 7 . 

في القرن الثالث عشر اكتشف الإيطالي !ب دار د بب ناي المتتالية الترا جع 
سمه ر14 + ,14 = ,)امع 1= ,4ا و 1ح 4 »و 
المتتاليات الحسابية و الهندسية ظهرت في أوروبا و | 
| في عصر النهضة درست المتتاليات المعروفة لدينا 


۴ 0 N 


| 
LD 
teen 
1x 


و هكذا :1 مربع العدد | 4٠‏ =1+3 و 4 مربع العدد 2 9٠‏ 


1) أنجز ورقة المجدول الموالية بإتباع الخطوات التا 


في العمود ۸4 و ابتداء من الخلية ۸42 أحجز الأعداد 


1 سسة عمومية عقدا للتوظيف كما يلي :مرتب شهري ب 4( 15000 في الشهر الأول و ز 
تقدر 1 نسمي ٠»‏ المرتب الشهري في السنة الأولى . نرمز ب ,» للمرتب الشهري خلال السنة ‏ (۸<1). 
) أحسب ا1 » پا + يلد عونا 6 ,11 و ,1 


2) أثبث أن المتتالية ( ٠,‏ ) متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول . 

3) عين ي»؛ بدلالة ۸ 

4) ابتداء من أي سنة يفوق المرتب 0۸ 25000 ؟ 

عقدا للتوظيف كما يلي :مرتب شهري ب ۱500010۸ الشهر الأول و زيادة 
8 1500 بعد كل سنة نسمي ٠,‏ المرتب الشهري في السئة الأولى ٠‏ 


ي خلال السنة ‏ (1 + م) 


2) أثبت أن المتتالية (,/د ) متتالية حسابية يعللب تعيين أساسها و حدها الأول . 
3) عين ,» بدلالة م . 


4) ابتداء من أي سنة يفوق المرتب 10۸ 25000 ؟ 
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نشاط ثالث 
4 نعتبر الدالة / المعرفة يب 6+ /: =( +) / و ليكن ( ,©)تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ( آر, 7: 0) 


1. عين ,2 مجموعة تعريف الدالة /. 
الدالة / عند6- . فسر بيانيا النتيجة. 


2. أدرس قابلية اشتقا 


أصب نهاية f‏ عند مد 


-ى»؛ و من أجل كل ۸ من ۸ ,+6 = ,4 


u, >0 


ة بياتية عين ,)1ه يللا واا واا 
باستعمال (4) و( ,©) مثل على محور الفواصل الحدود ,11ء ا1ء ولا وا 


المتتالية (,»). 


يقترب ٠,‏ أكثر فأكثر لما يصبح , كبيرا جدا. 


5. باستعمال الحاسبة البيانية خمن من 


إذا قرضنا أن تخمينك السابق صحيح أثبت صحة التخمين الذي وضعته في السؤال 4. 


2 

تعتبر المتتالية (ت)المعرفة على 6 كما : من لجل كل ور من با لك | 
n+1‏ 

در المنالية (ي9) | المعرفة ‏ عل كما : من لجل کل ہر بن ر ا210 م 
n+2‏ 


ن المتتالية ( ٠,‏ متزايدة 


أن المتتالية ( )١۷‏ متناقصة 
3. عين نهاية المتتالية ٠,‏ 0 
4. الرسم المقابل يعطي التمثيل البياني للمتتاليتين 
( ,) و(,) باستعمال مجدول اكسال 
ماذا تلاحظ حول نهاية ( ,)و حول نهاية (,1) 


3assalaneê (O سے‎ 


ا تذكير حول المتتاليات العددية . 


1- تعريف . 


اتعريف: متتالية عددية حقيقية 1 هي دالة ترفق بكل عدد طبيعي / محر ع سيوع 
العدد (7)» . و3 


2.اتجاه تغيّر متتالية عددية. 
,) متزايدة (متزايدة تماما على الترتيب) إذا وفقط إذا كان من أجل كل 
عدد طبيعي ۸ أكبر من أو يساوي ٠‏ ,4 < ,.,)؛ ( ,4 < ,على الترتيب ) . 


لية متناقصة: تكون متتالية .,.,(,) متناقصة (متناقصة تماما على الترتيب) إذا وفقط إذا كان من أجل كل 


متتالية متزايدة: تكون متا 


عدد طبيعي ۸ أكبر من أو يساوي ٠‏ ,# ک ,1 ( .4 > ,»على الترتيب ) . 
ثابتة إذا وفقط إذا كان من أجل كل عدد طبيعي م <۸ + ,لا > ,,4. 


تتالية رتيبة: إذا كانت متتالية متناقصة (متناقصة تماما على الترتيب) أو متزايدة (متزايدة تماما على الترتيب ) 
نقول أن المتتالية رتيبة(رتيبة تماما على الترتيب) 
3.المتتاليات الحسابيا 


تعريف نقول أن المتتالية ( ,»)متتالية حسابية حدها الأول » و أساسها , (” عدد حقيقي ) إذا و فقط إذا كان من 


أجل كل عدد طبيعي 1+ ۲+ ,لات رولا . ۴ 
+ 
u, =u +r‏ او | لاجم ,+ ,+ ممم اج ولط > S‏ 


4.المتتاليات الهندسية 
تعريف ننقول أن المتتالية (,4؛) متتالية هندسية حدها الأول » و أساسها  ٩(‏ عدد حر حقيقي غير معدوم ) ! 
| و ققط إذا كان أن من أجل كل عدد طبيعي : ٩‏ × ,»> ريا + 8 1 


الحد العام و مجموع_حدود متتايعة من متتالية هندسية 


u + +, =‏ > 3 مع [ عدن و إذا كان 1= بن فإن پ»(۸+1)= 8. 


انهاية متتالية هندسية 
« بذاكان 1< و 0<ي» فإن دن + > "ي اا و منه »+ > ,» صا . المتتالية (,») متباعدة ٠‏ 


« إذاكان 4<1 و 0> » فلن 0+ # "ي انا و مله و ١‏ . المتتالية (,») متباعدة ٠‏ 


« إذاكان 1>و>!- فإن 0= "ي سنا ومنه 0= ,مت . المتتالية (,») متقاربة . 


.) إذا كان 1->4 فإن المتتالية (,») متباعدة ( النهاية غير موجودة‎ ٠ 


الحل: ه الحد الأول 
لدينا 51-1 - 
(Sn -1( - 5‏ -1- (1جم)ك ‏ ,= 
الية (,«)متتالية حسابية أساسها 5- = و حدها الأول 1-- و« . 


« من أجل كل عدد طبيعي 2 : 5# -1- 
لا = ۷ 6 = با ۰ ... ر = رلا بالجمع طرف بطرف لجد وغ + 5 = ,لا 


5 0 
و منه 3+(2-5-)2 = رلا ۰ 


التكن المتتالية ,,. (,»:) المعرفة بحدها الأول 2 > م و بالعلاقة: 2+ ,. 
لتكن المتتالية ( ,::) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي : بالعلاقة: 3- ,> ,3 
» أثبت أن المتتالية ( ,١)متتالية‏ هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول . 
«أحسب ١,‏ بدلالة ٠‏ » استنتج ٠,‏ بدلالة , .ثم أحسب المجموع 5 مجموع + حد الأولى من | 
» ما هو اتجاه تغير المتتالية (,:)؟ 
» أحسب نهاية ٠,‏ بدلالة ‏ ثم أحسب نهاية 5 .استنتج نهاية (,»). 


0 
SE Ev FF - 5)5+5-50(- 2 )-2-5,( 


٠. <-3 2‏ إذن المتلية (,٠)متتلية‏ هندسية أساسها = و و حدها الأول 1- = و1 
۰ من أجل كل عبد طبيني * ۰[ 0 ا ...+ S = vy Fv‏ 

ا ا ا 
1 
3+ 0 0 


| | 0 = ان 0< ولاس روملا و مته ا(,7) متؤايدة ی ٩‏ ۲ 


2e 
31 


1 1 
5 1 3 
>1 ونم 0 زا و بالتالي 0 ر۷ بولا ۰ ج = im S‏ .3= ,سال 


ل الاستدلال بالتراجع. 
1.ميدأ الاستدلال بالتراجع. 


ملاحظات:٠‏ عند الانتهاء من المرحلتين نقر أن الخاصية صحيحة من أجل كل عدد طبيعي  RATE‏ 
القول أن الخاصية وراثية أي أنها تتتقل من عدد طبيعي إلى العدد الذي يتبعه 1+ . 
من صحة الخاصية من أجل ضروري لأنه يمكن أن تكون خاصية وراثية دون أن تكون صحيحة» 


مثلا : الخاصية * "3 يقبل القسمة على 5 ' خاصية خاطئة بالرغم من أنها وراثية 


P(n+1) ۲ )۸( إذا کاتت‎ P(n) 


2-متى يستعمل الاستدلال بالتراجع. 
يمكن التفكير في استعمال الاستدلال بالتراجع للبرهان على صحة خاصية متعلقة بالأعداد ق 
مثال: ثبت أنه مر ن أجل كل عدد طبيعي ١‏ .2 + ”4 مضاعف للعدد 3 


الحل: الخاصية 


4 مضاعف للعدد 3 ' متعلقة بالعدد الطبيعي /: . نستعمل الاستدلال بالتراجع . 


المرحلة | : من أجل 0-,, .2-3 +1 


2+ و 3 مضاعف للعدد 3 . 


2 :نفرض الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي / كيقي. أي: 2 + "4 مضاعف للعند 3. 
و تضع 3# =2+ "4 حيث 4 عدد طبيعي .و منه2 -34 = "4 
و نبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل 1 + أي 2 | اي 
GK = 4+2‏ مم بويرنو 


تضباعف للعدد 3 


12% 8+ 2= 3(4 2) 


و (2- 3)4 مضاعف للعدد 3 و منه 427:2 مضاعف للعدد 3 


إذن من أجل كل عدد طبيعي 2.1 + "4 مضاعف للعدد 3 


: ام الخاصية * «100< "3 3 
ا ٠. 3 on‏ 
0 1 0 
من أجل 6=" 729 = *3 و 600 = 6×100 100 3 : 
3 20 9 3 

/ لتالي (6) / صحيحة . 

و منه 6100 < 3 و بالتالي (6) 2 3 
المرحلة 2 : نفرض الخاصية ()7/ صحيحة من أجل عدد 2 - َ 
أكبر من أو يساوي 6 أي 1007 < "3 ( فرضية s00‏ 20 0 
طبيعي 7 كيفي أكبر من أو اي يبا 2 ا 
0 1 7 27 3 
ونبرهن أن الخاصية ()7 صحيحة من أجل 1+ أي(1+ ۲)۸ 00 Rî‏ - 
أي (1 + )100 < %0 19683 5 
s9019 1000‏ 0 
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لدينا "3×3 - 


من فرضية التراجع 3100 < '*"3 و منه 100+-21007 < "3 . 


من 6 < ۸ نستنتج أن 1200 < «2<100 و بالأخص 100 < 21007 . 


من 1007 < ”3( فرضية التراجع ) و 100 < 2×1007» نستنتج 100+ "100 < "3 و منه (1+-100)0< *"3. 


أي أن الخاصية () ۲ صحيحة من أجل 1+1 


۸ . نستعمل الاستدلال بالتراجع 
المرحلة 1 : من أجل 0 -, .4-7 +3 - 2*2 + "3 و 7 مضاعف للعدد 7 . 


ا 55321-11._ 6 


رض الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي 7 كيفي. 2 + !*"32 مضاعف للعدد 7. 


2و9 (7 
و مله 210+ 3 مضا للغندا 7, 


إذن من أجل كل عدد طبيعي .2*3 -م. 


ل تقارب متتالية عددية. 
ةا عددية. 

1 تعريف: (,4) متتالية عددية و / عدد حقيقي. 
نقول أن المتتالية (,»4) تقبل/ كنهاية إذا وفقط إذا كان كل مجال مفتوح يشمل / يشمل أيضا 
|(,») ابتداءً من رتبة معيئة . و نكتب: 1= » ذل أو /- ,110 (حيث أن النهاية لا تحصب 
في هذه الحالة نقول أن_المتتالية (,») متقاربة. 


حيث © عند حقيقي › إذا كانت 1= lim f(0)‏ فان !> ,4 ا ٠‏ 


مثال: لتكن المنتاية (,») المعرفة على ]1 كما يلي : ا 8 
* عبن نهاية المتتالية (,14) 
تآنية ( »)من الشكل (1) / = ,» حيث ردالة معرفة على ] 0 +,0] كما يلي :0 


lim /(0)=‏ إذا 


حي | دن 


= ,»نا .إذن المتتائية (,») متقارية . 


© ملاحظة: العكس غير صحيح 


ا مثال: لتكن الدالة / للمتغير الحقيقي :د المعرفة على |هه+;0] كما يلي 2 > (+) مر » الدالة المرفقة. 


بالمتتالية (,») المعرفة على ]1 كما يلي : = ,هد . 

n+1 
. نلاحظ فعلا بأن = = ,؛ حيث أن من أجل كل عدد طبيعي +« : 1= (۸م۵8)2»‎ 
. ,»ا ( نطبق النظريات علي علي النهايات ) و (۸)/ "1ا غير موجودة‎ =1 
د‎ 


د لاغدلة لتق (م) في عمد يني أن عل متوح ر .»| (2اء ») يشمل كل حدود المتتالية | 
ابتداء من رتبة معينة .و نرمز: .40ح ,ما سنا . 


* لقف ل اة مدق )هي م يش كل مجال مفتوح ]©,0--[ ٤(‏ >) يشمل کل 
ابتداء من رثبة معيئة درەز = »زل . 


و بما أن 3-()مر ”ا ( تطبيق النظريات على النهايات ) فإن المتتالية (,») لها نفس النهاية 


مع الدالة المرفقة لها و مته 3= ,4نا ٠‏ 


ة(«) هي الدالة ۾ حيث 2 = (+) ۾ تمعرفة على 00+:0] ٠‏ 


أن 4=(») م ا ( تطبيق النظريات على النهايات ) فإن المتتالية (,1) لها نفس النهاية 


مع الدالة المرفقة لها و منه 4= ,11537 . و بالتالي 2= ۷4 = 


ارين محلول3: (,») متتالية معرفة في ١‏ كما يلي : 3= 
> للبت انه من لجل كل عد شي ر 1 ا 

تكن (,:)_المتالية المعرفة على 0 كما بلي : = ,ل 
٠‏ بت أن لمتتلية («إمتاقية سبي ثم استتع نهلية(,)1.......- 


ل ٠‏ نستعمل الاستدلال بالتراجع 


ورك عورة 


المرحلة 1 : من أجل 0= ١‏ ؛ 3= ,؛ و الخاصية صحيحة. 

المرحلة 2 :نفرض الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي , كيفي موجب تماما. أي: 1< ,ا 

و نيرهن أن الخاصية صحيحة من أجل 1+ ١‏ أي 1عد ,,,)؛ و نبرهن بالخلف . نفرض 1 > رب 
000000 


4 1 7 ج أن ! < ,ا و هذا تناقض مع فرضية التراجع .إذن من أجل كل عدد طبيعي‎ a 
ا‎ 1 1 5 5 
د‎ r a lk) al EG 


لذن (:)متالية حسابية اسیا لت" و حدها الأول لب رہ ٠‏ 6 = روزا لان 0< 
و نستتتج 1= ,ندملا . 


» . تقول أن ۸ تاز حل من الأعلى ٠‏ 
المتتالية (,») محدودة من الأسفل يعتي وجود عدد حقيقي 8 حيث من لجل كل ع لي ابر 


8 < ,» . نقول أن 8 عنصر حاد من الأسفل . 
المتتالية (,») محدودة يعني أنها محدودة من الأعلى و محدودة من الأسفل . 


مثال[: لتكن المتتالية (,») المعرفة كما يلي 
4n 1‏ 
ا لطت 


ذه فوت جاه اه ناه ماع 


nee 1‏ 
سلاشتتتتتتتتت تت مر ا / 
12 
0 
u TS‏ 


4n‏ و 3+„ .)3)11 = 31-3 = 4n -)n+3(‏ وبما 1< ¬ فإن 0< (0+3)-إب4. 


) < 4 و بالتالي 1 


إذن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1< ,ها . 


الية (,4:) محدودة من الأسفل . 
لتكن المتتالية )٠(‏ المعرفة كما يلي : 
2n+3 :‏ 
من أجل كل عدد طبيعي 7 غير معدوم : لل = ی . 


7 


متتالية [.4؛) محدودة من الأعلى و5 عنصر حاد من الأعلى . 


المتتالية,:) محدودة من الأسفل و 2 عنصر حاد من الأسفل 


مبرهئة: تقبل بدون برهان 77 
» إذا كانت ( 


,») متتالية متزايدة و محدودة من الأعلى فإنها متقاربة : 
« إذاكاتت (,») متتالية متناقصة و محدودة من الأسفل فإنها متقازية . 


عمجم 
7 


تمرين محلول1: (») متتالية معرفة في ¥ كما يلي : 


من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم (0)/. = ٠,‏ حيث / هي الدالة العددية المعرفة على ]50 2-:0| حيث 


3 “-0)/ 
من أجل كل عدد حقيقي + موب تماما حت = (:)'/ ونحصل على التغيرات الآتية : 
+ 3 6 5 
0 | 8 
AON 55 :‏ 7 
أجل كل عدد حقيقي موجب تماما فإن 7 < (۲)/ و منه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم / : 9 
21 (:) محدودة من الدفل و 7 عند حاد من الأمقل . 3 
نرين 1 ,1 2ے 07 
تمرين محلول2: (,) متا 7 
ET‏ 
الحل: 


2n +12 8 1 


7 
4 ينا‎ -2- 
a n +4 


لے متتاليتان متجاورتان. 


0 0 
1 2 
0 115 
1e 1u 
ADE 1N 
AEN 111 
AMIE لدي‎ 
ا‎ 16552 
SINS 1SS 
1ST 14S0 
{STOTT 1ST 


طبيعي غير معدوم ‏ : 0< و على N‏ 
(n+)‏ 
1 1 2 
e ES‏ را EL‏ ا 
n+1 n nr!‏ 
1 1 
جک د ر 
(n+)‏ 
1 
١ ١ n+l‏ 
عدد طبيعي غير 0 ل وم( ا 8 
للخمام 
1 
1 يلاح سر وامنه الك H~.‏ قي 0 


إذن 0= (,۷۔ ,ہ) صا . 


بما أن (,)متزايدة » (,۷)متناقسة و 0= ( ,۷ = ,) 


.ا 


تمرين محلول1: لتكن المتتالية (,») و المتتالية(,٠)‏ المعرفتين كما يلي : 
2= ا ۰ 1= ر۷ و من أجل كل عدد طبيعي م : علخت 


طرائق و زمارین محلولة 


نضع من أجل كل عدد طبيعي 00 =U, +B,‏ . || 
0 أثبت أن المتتالية (,۷) هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول .أحسب ,««بدلالة :: .ما هي نهاية ( ,«)؟ 


2) أثبت أن المتتالية ( ,1) متتالية ثابتة . ما هي نهاية [,/)؟ 
3) أثبت أن المتتاليتين (,») و [,1) متجاورتان. 
4) استنتج نهاية ٠»,‏ و نهاية ٠1,‏ 


0 
1 

Wy zw, آي‎ 
12 

۾ وحدها الأول 11 = ۷ 


1 ١ 
٠ ين .با أن |> > !- (,«) متقرية و 0= ين يوار‎ =| 
^ 12 


أي ,81+ ,31 = ,61+ ,2 + ,» = ,,,/ و منه ,1= ,.,/ و المتتالية (,1) متتالية ثابتة على ل 


lim 1, =1, = 44 


2, =v Hy + 2V, - 3 
(=) N 6 


و مئه 


2 


طبيعي 0:1 > ,/1- ٠,‏ و المتتالية (,14) متناقصة على ل . 


. 1 و المتتالية (,«)متزايدة على‎ ٠, ,, - ۷, < 0 :/ و منه من أجل كل عدد طبيعي‎ ٠ 
. ۾ نعلم أن 0 ۷ للا و أن ۷= »= يذ و يالتالي 0= (,۷ = ,) ۳اا‎ 


إذن ( ,)متناقصة و( ١)متزايد؟‏ و الفرق بينهما يؤول إلى 0 . إذن المتثاليتان (,) و )٠,(‏ متجاورتان . 
4) المتتالیتان (,) و ( )١,‏ متجاورتار 
إذن المتتاليتان ( 


4) د )١,(‏ متقاربتان و لهما نفس النهاية 


lim 3u, | Sv 5 44 aa و‎ im 1, 


im u, = im 


يا 
1) باستعمال مجدول » نصب الحدود الأولى للمتتلية (,1). 
83 91135 سس SEE‏ 
١ LIR ETR‏ 1 1 0 
LS 2S LES 2OBIS LHD 2E (SAKO IT 1L 1L!‏ 


ضع تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية ( ,/1) و حول تقاربها ٠‏ 


2) لتكن الدالة ر للمتغير الحقيقي :د المعرفة كما يلي : ا 


. هل تخميناتك تبدو صحيحة‎ ٠ و‎ 1, ٠ ب‎ ٠ 


فاصلة نقطة تقاطع (8) و(1) 
لضع 4- ,»= ١,‏ . أثبت أن )٠,(‏ متتالية هندسية 
عين تهاية ([,1) و نهاية (,») 
لتكن المتتالية التراجعية ....(,/) المعرفة بحدها الأول ٠»‏ و العلاقة 7+ ,410 = ٠»,‏ حيث 4 و 6 عندان 


1) عين طبيعة المتتالية (,») من أجل 0 -. 


2) أثبت أنه بذا كان ١‏ = 4 . فإن المتتالية (,1) متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها. 
3) قرض 1ه و0عم 
في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (/.,/:0) » ليكن المستقيمان (12) و (۸) بالمعادلتين 
= و 40م عر على الترتيب 
© ما هي الوضعية التسبية للمستقيمين (2/) و (8) ؟ 
© عين 4 فاصلة نقطة تفاطع المستقيمين (12) و (8) . 
٠‏ لتكن المتتالية ب.,.(,:١)‏ المعرفة كما يلي - يه ٠,‏ أثيت أن المتتالية )٠,(‏ هندسية يطلب تعيين ل 
4) نصع 1- = و لفرض أن » غير معدوم . 1 
أوجد الحدود السيعة الأولى بدلالة ٠»‏ - ضع تخمينا ثم برهن صحة هذا التخمين . 


07 ame 


1) باستعمال المتباينة (1) ٠‏ أثبت أن : 


2) باستعمال المتباينة (2) » 


(,)متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي ‏ غير معدوم ٠‏ كما يلي : 
ب 
n‏ 


5 00 3 
1) أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي ‏ غير معدوم : => ,>0 . 
n‏ 


2) أثبث أن المتتالية (,4) تتقارب نحو 
3) ياستعمال آلة حاسبة ٠‏ عين قيمة مقربة لكل من الأعداد 


تطبيق 


+ homo * roo ° hoo 


لتكن المتتالية ,,..(.) المعرفة كما يلي : 


لتكن المتتالية ى( ,») المعرفة كما يلي : O‏ 
i‏ 9 
1) أثبت أن المتثالية ( )٠,‏ متزايدة على | , 
2) أثبت أن المتتالية ( )٠,‏ متناقصة على [١‏ 


3) أحسب( ,=( 1 


4) أثبت آن( ,)ر ( ا 


ى منسوب إلى معلم متعامد و متجاض (ز ,0:7) .لتكن الدالة / للمتغير الحقيقي × المعرفة على ]© +:1 


=k 

@ x 

ليكن (/©) تمثيلها ابياني في المستوي المنسوب إلى المعلم (0:1.7) - 

تريد حاب مساحة السطح المحدود بالمنحنى (/©) ؛ محور الفواصل و المستقيمين (2) و (ا2) 


المعرفين بالمعادلتين [=× و2 -* ٠‏ 
اصل نضع النقطة ۸ التي فاصلته | و النقطة 8 التي فاصلتها 2 . 
أكبر من أو يساوي 2 .نجزئ القطعة [18/] إلى ١‏ جزء متقايسة . 


على محور 


ليكن 7 عدد طبيعي 


اليكن £ جزء المستوي المحدود بالمنحنى(,)) و المحورين . 


نسمي ,» مجموع مساحات المستطيلات المحتواة في :4 ونسمي ٠,‏ مجموع مساحات المستطيلات التي تحوي 8 . 


و عليه لدينا ر۷ ک 5 ک ا 


1 1 1 1 1 
EF و‎ . 3 
n ntl 2n-1 n+l n+2 


2) أثبت أن المتتالية )٠,(‏ متزايدة . 
3) أثبت أن المتنالية )١,(‏ متناقصة . 
4) أحسب ( ,ا im (r,‏ . 
ماذا يمكن استنتاجه بالنسبة للمتتاليتين (,/) و (ي0) ؟ 
5) عين عدد طبيعي 7 حتى تكون ٠,‏ قيمة مقرية ل $ إلى ۱0٠‏ . 
6) عبن عدد طبيعي ٩‏ حتى تكون ٠,‏ قيمة مقرية ل 5 إلى “107 . 


7) باستعمال آلة حاسية ٠‏ عين: 1 ٠‏ 


اا . 


الجزء الأول 
(,»)متتالية عددية معرقة على المجموعة '1! كما يلي : 
1 1 1 
n+2 2M‏ الاجم 


1 


1) ثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 7 : 
1 


لبتي يبه 
2(n+1)(2n +1)‏ 


2) باستعمال مجدول » أحسب الحدود الأولى للمتتالية (,/). 


الجزء الثاني 


ر دالة عددية للمتغير الحقيقي × المعرفة على المجال |ه<+;0[ حيث 
)ماده)ر . 
1) أثبت أنه من أجل كل عدد حقيقي من المجال |-ه+-:0| لدينا : 
نمك زم)ماء دا 
x‏ 


2) استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي ر لدينا: 


5 عند هبيعي ين سسوم . 
©) أكتب الحصر السابق من أجل قيم م الآتية : م » 1+1 ؛ ... » 2۸-1 


۵) بجمع طرفا إلى طرف المتباينات المحصل عليها » أثبت أن : 
1 


. u, < I(2) 5, +2 


4) أثبت أن (.») تتقارب نحو (۸)2 . 


موضوع مخلول 
)٠, ( 2‏ هندسية يطلب تحديد أساسها وحدها الال ص 


تمرين : 
تعرّف متتالية (,/:) على المجموعة 1 ب : 2= وا1 ومن أحسب يدلالة 7 المجموع ,5 حيث + 


أجل كل عبد 1 › 3+ 2= ري رالة- ولا + اولك ركه 

برهن بالتراجع أنه من آل كل عند طبيعي 71 * 1.. قي المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس نعتبو 
النقط ۸ ١ 8 ٠‏ © و © حيث : 

0 ۸ + 308+ 46۸ مع عدد حقيقي. 

عبن ۸ حتى تكون النقطة © مرجحا للنقط 4 ٠‏ 8 و © 

؛ تكون من أجله المتتالية ‏ | المرققة بالمعاملات,5 5,٠‏ و ر؟ على الترثيب . 


أثبت أنه يوجد عدد طبيعي 1 


نضع ( )م الخاصية +1١‏ 2 . الخاصية الابتدانية (0) مر مبدأ التراجع بتضمّن شرطين لطحة 
محقفة لأنه 2= 2×0+1 ٠,‏ . نفرض أن الخاصية (  )۸‏ صحيحة من الخاصية الابتدائية وصحة الخاصية 


٠,‏ . ولنبرهن صحة الخاصية (1+ »)م الوراثية . ويستعمل في البرهان 


أجل عند طبيعي / أي 1+ 2۸ 


صحة الساواة 1+(1+ ١-2)‏ 


» معناهك- ۾ - ,رط = ,, ,», وياستعمال فرضية التراجع نجد 
2) =« ومعناه 1- 2۸- 2= .۲ ویکاقۍ 
2k -2+1‏ 2= ب آي 1+(1+ 2)۸- 2= ىن . إثر 


الخاصية الوراثية (1+ ۸) م صحيحة 


بل كل عدد طبيعي 1 1+ 2- "2= ,لاء 
0 "20 تكون المتالية )٠,(‏ متقارية إذا 

وفقط إذا كائت 1= e im,‏ 

| عدد حقيقي , 

= (1+ «)(2-)+ 2*1 د رت اي تكون المتتانية )٠,(‏ هندسبية إذا 


1 1 1 وفقط إذا وجد عدد حقيقي 4 يحقق 
٠,‏ .من أجل كل 100 0:08 - رلا ر من لجل كل 10ج بو 40 ال 


2 +) 2). + (1-2 


1 


لئسي لن .0س م ا 
«) هنسية أساسها ل وحذها الأول 1 2 لت يلات و۷ 
a‏ يجب مراعاء عدد الحدود في 


0 4 
3an sec 2‏ 201 يكل تحفظ ؛ لاستعمال ا 

e 1 1 0 

AGA + 3GB + GC‏ بما أن GA + GH ٠ AGC = Û‏ فإن 


€= 6€ بما لله لاايمكن د 6 أن تتطبق على القط ۰۸ م و € إن 


نعتبر المتاليتين (,4) و (,”) المعرفتين على 1 بب : 3= وها , ر 


3 


أحسب الحدود و۷ ,ا ,287 يل ١‏ ر۷؛ وااو و۷٠‏ 
أعط القيمتين الظاهرتين على شاشة الحاسبة للحدين ,1 و و . 
برّر بالتراجع أن : من أجل كل « من 1ل, 0< ,»و 0< ,۷. 


برهن أنه من أجل كل ۸ من ۸ء (,۷- ,)س ای 


net Wf 


تتتج أنه من أجل كل « من آ, 0< ,۷- ,#4 . 
أن المتتالية( ,) متناقصة والمتتالية ( )١,‏ متزايدة ٠‏ 


IF 


برهن أنه من أجل كل 1 من *4 


برهن أنه من أجل كل « من 11 , 


استنتج باستعمال البرهان بالتراجع أن : من أجل كل ١‏ من N‏ , 10 
استنتج أن المتتاليتين ( )٠,‏ و( )٠,‏ متجاورتان . ما هي نهايتهما المشتركة . 
ر أن و هو قيمة مقرية إلى 1077 للعدد 0/7 . 

عين أصغر عدد طبيعي ١!‏ بحيث يكون ٠»,‏ قيمة مقربة إلى "1077 للعدد 0/7 . 


ک1 


elbassa 


٠ واستعمل السؤال السايق‎ ٠ 

الاحظ, <٠‏ ,۷< ,1 . وبالنسبة ب لاحظ 10 > 0 واستعمل 1 

واستعمل التراجع للبرهان على الخاصية جيل ,۷= را 

|6 لتعين (.- ,»)ووذ اليك مسلب كا وناب ا 0 ن س را 
ات 10 > معلا ملفا 

يجب تبيان أن 7 هي قيمة مقربة إلى ”10 للعدد ب - 


TSE 1‏ ميا 


الحالات التالية » عين بيانيا الحدود 


في كل حالة من 
أالأولَى للمتتالية (,/) 


0 


أجل كل عدد طبيعي ‏ ب 


بين أن ( ,/4) متتالية حسابية 


) متتالية حسابية حيث 13 ,/ و37 - + 
) مثتالية حسابية لاسما 3 و2- = ,بم 
بدلالة 

ا أحسب المجموع10+... + 2+5 بد1 


آلا من أجل كل عدد طبيمي ‏ نضع 


ثم آعط تخمينا حول اتجاه تغيرها 


3 


60 


بين أن المتناية [,)) هتسي 


لثما ([.») متتلية حنسية حيث لج = رم 
27 


31 
[17] (.”) متتالية هندسية أساسها3 و2--,» . 


. « أكتب ,» بدلالة‎ )١ 


مك صت ا 


2) أحسب المجموع 14+ ...+ 11+ ,1 . 
3) لتكن ( )١,‏ المتتالية المعرفة من أجل كل عدد طبيعي 


غير معدوم ۲1 + ,لاك ,۷ . 


أحسب المجموع ر ...+ ولاج ۷ . 


)٠, ( [[‏ متتالية هندسية غير منتهية حدودها موجبة 


تماما حيث 


. u =I suo = 

- )/.( عين ساس المتتالية‎ )١ 

2) أحسب ,» بدلالة ۸ . 

3) أحسب يدلالة / المجموع ,8 حيث : 
100 

3 الاستدلان يشرجع 211157777197779 

و برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۾ لدينا : 


1+م)م 
للا د 


7[ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي / لدينا : 

_ n(n +1)(2n +1) 
6 

[ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي /, لديئا : 

, (n+) 
4 

8 الكن الستتلية (,») المعرفة ب : 4= 1 

an ln > 

أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1 لدينا : 


3 
50 35 5 . u <1 آ)‎ 


. P42 +3 +n 


‘14D 43 ..+n 


اا (,») متالية معرفة على ۸ ب 3= ,»؛ و من أجل ل لمتتالية ( ,») هندسية أساسها 3 وحدها الأول 
لم كا - ابتداء من أي دليل يكون *'10 < ,4 ؟ 


أثبت أن المتتالية ( ,») ثابتة e 28 ٠‏ ۴ 
المتتالية ( ,/4) المقترحة . 
0000 فة ب 0,5= 5 
إا تكن المتتالية (,/4) المعرة ان 2+ 


E Ns 
> 0 >, >1 1 برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي‎ )1 
° (u 

ا ثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ٨1‏ * 
- *2 مضاعف للعدد 7 ٠‏ 

[ا ثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 ٠‏ 
1- ”3 مضاعف للعدد 8 . 

[ ثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 78 ٠‏ 
3251-2 مضاعف للعدد 7 ٠‏ 


2) استنتج تغيرات المتتالية 


ل[ ,م هي الخاصية * 87+20 يقبل القسمة على 3 
هل الخاصية ,م صحيحة من أجل كل عدد طبيعي /, ؟ 
8 1) أثبت أنه إذا وجد عدد طبيعي ۸ بحيث 9 يقم 
|+ "10 فإن 9 يقسم 1+ *"10 . 

2) هل من أجل كل عدد طبيعي ر ٠‏ 1+ "10 


مضاعف للعدد 9 ؟ 


إل المتتالية ( ,»/) معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير 


معدوم 1 ية 


آي دد لدينا © التمثيل البياني للدالة* :دجم ؛ لز 
جد عددا طبيعيا ,۸ حيث إذا كان ۸ < ۸ فإن و المستقيم ذو المغادلة ×= لز 


. 107 <u, <10" 

م 1 4 
]| المتتانية ( ) معرفة من أجل كل عدد طبيعي ۸ بد : 1 
u, =n‏ . 


جد عددا طبیعیا ,ر حيث إذا کان ,< «ر, فإن “10 
سني ( ) هندسية أساسها + وحدها الأول 


3= و» . ابتداء من أي دليل يكون 10> ,ير ؟ 


صم 5 


303 


3 5 


)€ اا 


- ,ا( ,۷( = ۷ وم۷ عدد حقيقي معلوم‎ =f (n) 
٠ 4 عين إحداثيي نقطتي تقاطع المنحني © والمستقيم‎ )1 
ما القول عن اتجاه تغير المتتالية ( ,/4)؟‎ )2 

هل هي متقاربة ؟ 

بل الحدود الأولى للمتتالية ( , '7), أعط تخمينا حول 
تابتها ونهايتها في الحالات التالية : 


0,8= واد آم د lls vo‏ 


4) هل يمكن اختيار ٠‏ حتى تكون المتتالية ( )٠,‏ ثابتة . 
4 المتتاليات المحدودة . 
المتتالية ( ,») معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير 


معنوم « ب : ج25-2 ,۰ 


4,99999 


الحقيقية التالية :0+ 16 


على للمتتالية ( ,/4) ؟ 
» أذكر إن كانت 
المتتالية ( ,) المقترحة تقبل عنصرا حادا من الأسفلء 


عنصرا حادا من الأعلى . هل هي محدودة ؟ 


1 nr 
Ua ‘U sin =— 
n 
‘U u 1 
=1 0 
م ا‎ 3 
Vn +1 ل‎ 
0 جد‎ 
it, 3-2 ب۔‎ 2 1 
0 0 00 د ا‎ 
1 
U, N VOOSN e U 04 € 


u, (1) xn? <+‏ 
8# ا) أنجز جدول تغيرات الدالة / المعرقة على ۳ به 
6+ مك تدد(م)ر. 


2) أثنت أن العدد ل هو عنصر حاد من الأعلى المتتالية 
(,؛) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي # أكبر من أو 


]| المتتاليتان 


(.») و( ,") معرفتان من أجل كل عدد 


طبيعي غير معدوم # ب: 


1= 
ل 
n+l" 2n+4‏ 
المتتاليتين ( ,,») و( )۷٠,‏ متجاورتان ثم جد 
نهايتهما المشتركة . 


المتتاليتان ( )٠,‏ و( )١,‏ معرفتان من أجل كل عدد 


1 احم 1 
طبيعي یر مدوم زز ر س ل ا 
n 1‏ 


(,») و(,”) متجاورتان ثم جد 
شتركة . 

في كل حالة من الحالتين المقترحتين أدناه , هل 
تین (,») و( ,") متجاورتين ؟ 


أ- (,»») و( ,۲) معرفتان من أجل كل عدد طبيعي 71 ب : 


2n+3 


RI n+1 
ب - (,4) و (,") معرفتان من أجل كل عدد طبيعي غير‎ 
لت‎ 


n 


5 
معدوم ب : +3- ,دوت 
5 


[ المتتاليتان ( ,) و (,,”) معرفتان من أجل كل عدد 
طبيعي غير معدوم ب ؛ 

1 1 1 الور - 

ل.ل = و 

n n+l n+2 2n 


أثبت أن المتتاليتين ( )٠,‏ و )٠,(‏ متجاورتان . 
[[! المتتاليتان (,») و ( ,«) معرفتان من أجل كل عدد 
1 
42 


nA] 


1 
طبيمي غير معدوم « ب :س ۲...4 
2 


n العم‎ 


أثبت أن المتتاليتين ( ,) و ( ,«) متجاورتان . 


اب - استتتج ٠١,‏ بدلالة 7 وعين أصغر 

يحقق 6023 < ,۷ - 8 
2) (») متتالية حسابية حدها الأول i‏ 2 
نضع من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 7 » 
Sg =U Fu ++,‏ . 


ثبت أن المتتائيتين ([) و )٠.(‏ متجاور 
عين ,» و 4 حتى يكون (38+7)- ,25 وهذا من 


أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1/ . 
)٠, ( ][‏ متتالية حسابية أساسها5- و 4= به . 


اليتان ( _») و( )٠,‏ معرقتان من أجل كل عدد 


. 1 أكتب ,» بدلالة‎ )١ 


0 أحسب المجموح و 11+...+ ويلا ورلا 5 . 

٠.‏ لتكن ( ,») متتالية معرفة على ب 2 = ٠,‏ ومن 
أجل كل عند طبيعي ۸ ٠‏ 9= ,//2- .411 . 
و لتكن [ .'”) متتالية معرقة من أجل كل عدد طبيعي :1 * 
0 


- أحسب الحدود 1 ٠‏ راا و و شولا ۷> يلارن 


,) هندسية يطلب تعيين اى . 


ب برهن أن 


ج ‏ جد عبارة الحد العام ٠,‏ بدلالة 8 ثم استنتج عبارة 


الحد العام ,)1 بدلالة . 


9 د- أحسب بدلالة 71المجموع ,لا+.. ٣‏ ادها ل كم 
تبت أن المتتالية الك جد ر: ٠‏ متزايدة ايتداء من ا 

7 استنتج بدلالة « المجموع ,4+...+ 14+ ولا + 
ثبة يطلب نعبيئها التكن ( )٠,‏ متتالية معرفة على ب 14= ,)؛ ومن 
أجل كل عدد طبيعي › 3+ ,4= رہ ٠‏ 
ومن أجل كل عند طبيعي 7 ١‏ نضع : 1+ ,)1= ,لآاء 
1) بين أن )٠,(‏ متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها 
وحدها الأول ٠‏ 


وأن المتثالية ( )٠,‏ متناقصة 


)١‏ (,') متتالية حسابية حذها الآوّل ٠‏ وأساسها م 


2) أحسب ,۷ بدلالة 0 ثم استنتج ٠,‏ بدلالة 1 + 
ا .5 بدلالة 1 حيث + 


ODT 


avy 


=5 ذا ) متتالية هندسية أساسها3 عاق‎ r4, 
۰5 =, +11, أحسب المجمو ع ۾,11+...+‎ 


SSR E س‎ 


أ - عین ,۷ و ٣‏ علما آن 


ب المجموع : 
5+ ...+5 
]| ,») متتالية معرفة من أجل كل عدد حقيقي 8 ب : 


S -0,02-0,1+0,5- 


4# يروب 235 د U,‏ 
أحسب بدلالة ۸ المجموح ,/ا+...+ 11+ و1 ٠‏ 
ع لتكن المتتالية (,») ذات الحد الأول 
أوحيث من أجل كل عدد طبيعي ” أكبر من أو يساوي 1ء 


7 


U, = 20, +3 


=1, +3 


1) أثبت أن المتتالية ( , 7) هندسية يطلب تعيين أساسها . 
- أحسب ,۷ بدلالة ‏ ثم استنتج عبارة ,؛ يدلالة « . 


2) أحسب بدلالة # المجموع ,5 حيث : 


- أثبت أن 37+ ,4 +... + ,/ا+ ٠,‏ مضاعف للعدد 4 


وهذا من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 7 . 


11 (,) هي المتتالية المعرفة ب = ,»؛ ومن أجل 


كل عد ليس ہر کے ورب 
طبيعي چ اسيك 
الية ( )٠,‏ المعرفة من أجل كل عدد طبيعي ١‏ 


2u, 


1) أحسب الحدود ,11 ۰ راا و يما ثم ىده ۷و 


2) برهن أن المتتالية ( )٠,‏ هندسية يطلب تعيين أساسها . 
- أحسب ١,‏ بدلالة ١‏ ثم استنتج ,» بدلالة ۸ . 


3) أحسب بدلالة # كلا من ,د و ٤,‏ حيث : 


الخ HM‏ والح ,1 


رنعتبر المتتالية )٠,(‏ المعرفة ب : 


24 2= وم 
من أجل كل 1< ان = ,40 = زر وين * 


من أجل كل عدد طبيعي ١‏ أكبر من أو يساوي 1ء تضع : 


a 


1) جد عددين حقيقيين ۾ و / حیث 
2) من أجل كل عدد طبيعي 7 نضع ,اه - 
برهن أن المتتالية ( ,'”) هندسية أساسها 0 . 
3) من أجل كل عدد طبيعي « نضع ,//ط- ,,,//> , ۷ . 
برهن أن المتتالية( , «) هندسية أساسها ي . 

4) أكتب , ٠١‏ و , ۷ بدلالة ‏ ثم استنتج عبارة , بدلالة /. 
۰٩ [‏ مو e‏ أعدد 


1) بين أنه إذا كانت , 0 و © بهذا الترتيب تشكل حدود 
متتابعة لمتتالية هندسية فإن : 


غير معدومة . 


. a +b? +e? (ع+مدم)(ع+مدم)د‎ 


2) جد ثلاث حدود متتابعة لمتتالية هندسية علما أ 
مجموعها هو 78 ومجموع مربعاتها هو 3276 , 
0١ » ]17[‏ و » ثلاث حدود متتابعة من متتالية هندسية . 


a+b +¢ -5 1‏ 
أحسب ي » ط و » علما أن / 


abe - 3 

٠» ]8[‏ ط وء ثلاث أعداد حقيقية مع 470 . 
نفرض أن 4 ٠‏ 5 و » تشكل ثلاث حدود 
متتالية هندسة أساسها 4 ؛ و 34, 20, © تشكل ثلاث 
حدود متتابعة لمتتالية حسابية . أحسب 4 . 

إل » عند حقيقي معطى . 
نعتبر المتتالية (,») المعرفة ب : 


ةس 


أجل كل 


= 4 ومن 


عدد طبيعي غير معدوم 7 ء 


)٠,( )1‏ هي المتتالية المعرفة من أجل كل عدد طبيعي 
ا 


غير معدوم ۸ ب: 4 


برهن أن المتتالية ( )٠,‏ هندسية يطلب تعيين أساسها ¶ + 
2) عبر عن ,۷ بدلالة ۾ و ٠#‏ ثم استنتج عبارة ,/ا 
بدلالة 4 و 1 . 

3) أحسب بدلالة © و ۸# المجموع : 


Sy =U FU +... 


يرمز (,») إلى متتاية هندسية غير منتهية » كل 
حدودها موجبة حيث حذها الأول :3= ,© ٠‏ 

15 

و = + 

1) عين أساس المتتالية (,») ٠‏ 

2) أحسب بدلالة 7 المجموع ,5 حيث : 

* رقا‎ =@+ a+... +, 

3) من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ۸ , تضع 
!١( 6, =!) (‏ هو اللوغاريتم النيبيري ) ٠‏ 
"ل برهن أن (,6) هي متتالية حسابية يطلب تعبين 
r‏ 


ب - أحسب بدلالة ۸ المجموع ,/ حيث : 


Bı +...+ 8‏ + = ,1 
لقا لل ع عد کے ا م رنت 
A, =‏ 
من :رقم مساويا ل 1 مثلا 1111= ,4 ) . 


أصب ,4 +...+ ,4+ ,4= ,8 ۰ 


غير معدوم 7 نضع : 
4-3 


إعدد من رقم مساويا ل 3 مثلا 33333- 4 ) . 


*) د( .'”) متتاليتان معرفتان على ۸ ب 5 - ری 


ومن أجل كل عند طبيعي + ۰ 70- ,51 = ر ۲ 
کم ر ر 
r 16‏ 3 


1) باستعمال مجدول إكسل نريد حساب الحدود العشر 
الأولى لكل من المتتاليتين )٠.(‏ و )٠.(‏ , 
ولهذا ٠‏ أحجز في الخلية 41 العدد 0 ثم باستعمال الفارة 


واللمسة 6/4 نسحب إلى اليمين ؛ نحجز في الخلية B2‏ 
العدد 5 . 


e 


قي الخليتين C2‏ و 83 وباستعمال اللمسة = نحجز ‏ 
العبارتين الموضوعتين في الشكل ثم أسحب كل منهما إلى 
اليمين باستعمال الفأرة واللمسة //© . 


بملاحظتك للسطر الثالث ‏ أعط تخمينا لطبيعة المتتالية 
).)۰ 
2) برهن التخمين الموضو ع في السؤال السابق ثم عبر عن 
۷و بدلالة م . 
3) أحسب ,1 
| (,) هي المتتالية المعرفة ب 2- = ,» ومن أجل 
كل عدد طبيعي ٠ 14, = 11, + ٠‏ © و / 
عددان حقيقيان غير معدومين وب 
1) جد علاقة تربط بين العددين » و7 التي تجعل 
المتتالية ( ,) ثابتة ٠‏ 


500000 


ان عن 1 . 


2) نفرض أن المتتالية ( ,») ليست ثابتة ونعتبر المتتالية 
)٠, (‏ المعرفة من أجل كل من أجل كل عدد طبيعي 7 ب 
+ ,= ,ا حيث 7 عدد حقيقي غير معدوم , 
أ عين ,ز بدلالة » و 6/ حيث تكون المتتالية (,,0) 


-نضع 3= , 6-2 و221 . 
أحسب المجموعين ,5 و ٠,‏ حيث 


fa ولا‎ HUH, يقد‎ Vo HV FY, 


ضع ”...37+ 27+ 
غير معدوم . 


,5 حيث « عدد طبيعي | 


1) ا أحسب رګ ۰ رګ ۰ وګ وږک . 


ب - عبر عن ې8 بدلالة ړګ . 


2) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عند طبيعي غير معدوم 
n(n +1)(2n +1)‏ 

6 

1, =1X2+2%3+3%4 +... (r 


ا تضع (1+ ٣‏ 

حيث 7 عند طبيعي غير معدوم ٠‏ 

[) أحسب,) ٠‏ ر٤‏ ۰ وا و ړا ۰ عبر عن ,../ بدلالة ,0 - 

2) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 
1 

1, = (n +1)(n +2) م‎ 


من أجل كل عدد طبيعي 7 أكبر من أو يساوي 2 ٠‏ 


: 1 1 
s, =(n -1)2" -n x2" +1=1+ | n1 |2 


برهن أنه من أجل اکل عند طبيعي غير معنوم + 


x3+2x3x<4+...+n (n +1)(n +2) 


n(n +1)(n 


!7 يقرأ عاملي 7 ومعرف ب : 


n!=[x 


Ê‏ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير 


. 1+2x2!+3x3!+ +n (n1) = (n اعازل+‎ 


|[ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير 


معدوم 1 


أو ثبت أنه من أجل كل عدد طبيمي ۸ أكبر من أو 


يساوي 4 لدينا ٠‏ ۳بر < *2 


25 برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ”7 أكبر 
من أو يساوي 2 , "3+ "4 < "5 
متبايتة برنولي ( 10771010111 ) 


© عدد حقيقي موجب تماما . 


60 


1) برهن أنه أجل كل عدد طبيغي غير معدوم 8 الدينا ‏ . 
ممجاح< (1+a)"‏ . 92 


2) استنتج أنه إذا کان 1< ۾ قإن صمب = "واا ٠‏ 


(تبرير المبرهنة المقبولة في السنة الثانية) 
52 1) أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي أكبر من أو 


. 3۸ <) +1(* ١2 يساوي‎ 


2) نسمي ,۶ الخاصية : * *50 + "2 < "3 * . 


أ ما هو أصغر عدد طبيعي غير معدوم ۸ الذي من 
أجله تكون الخاصية ,/ صحيحة ؟ 
ب برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي أكبر من أو 
يساوي 5 » تكون الخاصية ,/ صحيحة . 
من أجل كل عدد طبيعي ١‏ ؛ نسمي ,۶ الخاصية : 
“(2+م)< "03 


1) من بين الخواص 7 ؛ 7 ٣ ٠‏ و۸ عين منھا 


2) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي أكبر من أو 
ي 3 » تكون الخاصية ,/ صحيحة . 
)٠,(‏ متتالية معرفة على 10 ب 1= » و من أجل 


كل عدد طبيعي ۸» 


0 


Mya = 
n1 


1) أحسب الحدود ٠,‏ , ر , ,) ؛ أعط تخمينا لعبارة ,ا 
بدلالة 1 . 


1 1 1 
2) أثنت أنه من أجل كل عدد طبيمي ۰ 7 


آل الهدف التعبير عن ,ا يدلالة ۸ . 
المتتالية ( ,/؛) معرفة ب 7 - ,» ومن أجل كل عدد طبيعي 
م 18= فلك وي 

)١‏ أحسب ,ا1 ۰ واا ۰ ر14 ۰ ولا قوللا 

لاحظ النتائج هي أعداد تتكون من أرقام وسطها أبفار 
أعط العلاقة بين عدد الأسفار و 1 . 


0r 


2) أعط تخمينا لعبارة ,)4 بدلالة ١‏ , ثم برهن بالتراجع 
هذا التخمين . 
[[! (,») متتالية معرفة ب 2= ,» ومن أجل كل عدد 


طبيعي " © 3- ,211 = رو 


E E‏ أعط تخمينا لعبارة 


< Hs 
بدلالة هه‎ )3-»,( 
يرهن بالتزاجع التخمين الموضوح سابقا , ثم امتنتج‎ )2 


. 7 بدلالة‎ u 
(:ه) متلیة معرفة ب 3ے پاتا ومن أجل کل اعدد‎ 
۰ طبيعي ۸ , ,4-14 = ږا‎ 


1) أحسب ,ا1 , ا , وا , ٠‏ وء أعط تخمينا لعبارة 


u‏ بدلالة م 


هن هذا التخمين بالتراجع . 
) لاحظ المجموع ,5 وأعط برهانا آخرا للتخمين . 


( .7) المتتالية المعرفة ب 1= ٠‏ ومن أجل كل عدد 


1) أحسب الحدود الخمسة الأولى للمتتالية (,؛) وأعط 


اتخمينا لمبارة ٠,‏ بدلالة ١‏ 


2) استعمل البرهان بالثر اجع لتعيين عبارة ,» بدلالة ,. 
15 6 
5 .»م المتتالية المعرفة ب 1" وه ومن أجل كل 


عدد طبيعي « , = .ر 
N‏ 


1) أحسب الحدود الستة الأولى للمتتالية ( ,4) وأعمل 
تخمينا لعبارة ,,// بدلالة . 


2) استعمل البرهان بالتراجع لتعيين عبارة ر بدلالة ر. 


7 ar 


2 


5377| (,») المتتالية المعرفة 
عدد طبيعي « ٠‏ 2+ ,0ت )1 
)٠,(‏ المتالية المعرفة ب 
طبيعي 11 ۰ ,11+ ۷= بر 
)١‏ عبر عن ,ا بدلالة و م 

2) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ر . 


=+ 


[[ المتتالية ( )٠,‏ معرفة ب 1= » ومن أجل كل عدد 
طبيعي ٠7‏ 3+ 2+ , 
)١‏ أدرس رتابة المتتالية (,») . 

2) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي , 1< ,ى . 


المتتالية )٠,(‏ معرفة ب ]!: 0[ ٤‏ ؛ ومن أجل كل 


عدد طبيعي 1 ٠‏ 3+ 21+ ,لات .1 . 
برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 1,/1> ,)0>1 . 
المتتالية ( ,4) معرفة ب 1= ,» ومن أجل كل عدد 


طبيعي 20 » 


برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 1, 


2 


0-0 


03552111 


أثبت أن المتتالية ( ,») متزايدة ماما . 
(,) متتالية معرفة على ب 0= ,» و من أجل 

كل عدد طبيعي ١‏ » ,12+1 = ر . 

1) تحقق من أن الحدود ٠,‏ , ر و ٠‏ تنتمي إلى 

المجال ]0:4] . 

2) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 1 4> ,05 . 

3) أدرس اتجاه تغير المتتالية [,)) + 

[[ تعتبر المتتالية ( )٠,‏ المعرفة ب 2= ٠٠,‏ 

. U, = 0.6, =1, 2 و‎ 

+ متناقصة تماما‎ )٠,( برهن بالتراجع أن المتتاية‎ )١ 

2) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 41 


3< وب 


هن أنه من أجل كل عدد طبيعي 7/ يوج عددان 
ن ,5 و ,و حيث 3ل ,4+ ,م = '(3/+2). 


0 
1) أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي ‏ . 1> ,>0 ۰ ري ا) لمتانية (,») معرفة ب 1= ا 23۰ ا وق 
58 0 أجل كل "€ 1 < لاس 21g,‏ حور - 
2) برهن أن المتتالية (,»؛) متناقصة تماما . 3 3 
3 أ أحسب الحدود ,ا , ي» وء» . أعط تخمينا لعبارة ,ير 
2 عد ع من فجن ا0 2 7 5 
8 حقيقي من 2 ا بدلالة ۸ . 


انعتبر المتتالية (,») المعرفة ب 056 


ب - برهن بالتراجع هذا التخمين . 
2 

2) المتتالية )٠,(‏ مر 1= ,۷ ومن 

1-6 


أجل كل عدد طبيعي 1 . , 
برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 , 
),( المتتالية المعرفة ب |= ر :2 - ,)؛ ومن 
أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1 ,14 4 = ,ا1٣‏ ,لاه 


برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ١‏ » 


كار 


[7]المتتالية ( ,:)) معرفة ب 2= ,»؛ و من أجل كل 
برهن أن : 

أ- من أجل كل عدد طبيعي 1/ ٠‏ 1-< ,ا . 

ب - المتتالية (,») رتيبة . 


| ا : 5 
]+1 00 ج- من أجل كل عدد طبيعي 7 , تاح ,» . 
الستتالية[ ,»/]) المعرفة على "| ب: 3 

المتتالية (,,)؛) معرفة ب 1 > ,» ومن أجل كل 
لال 4+ u,‏ 
عدد طبيعي م ٠‏ = ا ۰ 
2- ,1 


نضع من أجل كل عدد طبيعي ۸1 ؛ 


1) برهن أن المتالية (,«) هندسية . 


ل ا 2 ادش رن بدلالة ۸ . 
20022008 وري ري (TTT‏ عبن عن ,لاثم ونا يالاة ور 


rE‏ الدالة كثيرات الحدود المعرفة على 1# ب: 


جم 


سد 7 


(= 


6 2 
1) تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي + * 


+ع د زع)م-زا+عام. 


أجل كل عدد طبيعي ‏ * 
٠ p(n)eN‏ 


2) برهن بالتراجع أ: 


3) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 1 » 
p(n+1)=F +2 2‏ 


7/77[ المتتالية (,») معرفة ب 0= ,» ومن أجل كل 


7777 برهن بالتراجع أنه كل عدد طبيعي ‏ أكبر من أو 
يساوي 24 يمكن كتابته 50+78 - « مع 0 و ا 


- أحسب الحدود الخمسة الأولى للمتتالية (,4) . 


ب - برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير 
0 
عقوم ۸ ۰ = . 


2) € عدد طبيعي غير معدوم )٠, (١‏ المتتالية المعرفة ب 


1 
= ۷ ومن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1 » 


( kn 


أعط تخمينا لعبارة ٠١‏ بدلالة 7 ثم برهن بالتراجع هذا 


في التمارين 106 إلى 108 المطلوب حساب نهاية 
المتتالية (,») المقترحة . 


a) =e" وه‎ 


e 
u, =In(3+e") (4 =(n+2)e” 6 


ır.net 


20032 


1) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي / , 0< ,») . 
2) برهن أن ( )٠,‏ متتالية حسابية . 
3) استنتج نهاية المتتالية (,4) . 

©0 (.") د ( ,۷) متتالیئان ,عددیتان معرفتان من أجل | 


1 
كل عدد طبيعي « ب: 2 من ؛ 2 وا روك 


, 71 تضع من أجل كل عدد طبيعي‎ - ٠١ 


"ااال لاج الك قو sf, =U FU U,‏ 
1) برهن أن المتتالية ( )۷٠,‏ هتدسية . 
2) عين نهاية لكل من المتتاليات (,») ٠‏ (,ء) و( 


1[ جد تهاية لكل من المتتقيات ٠ 7. ( ٠ )٠,(‏ 
(, «) و( ,؛) المعرقة من أجل كل عدد طبيعي غير 


ا جد نهاية لكل من المتتالیات(,») (٠‏ ,”)و ( ,009 
المعرفة من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم / + : 


wa, =u, —3n + 6 


معتوم 7 ب: 


(نذكر من أجل 1< « , «*...2 »1 >-! م) 


1) أحسب الحدود الستة الأولى للمتتالية (,») ٠‏ 


2) تحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 7 , 


> ,»>0 ؛ ثم استنتج نهاية المتتالية (.») . 


المتتالية ( 


») معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير 


cos (3n =F 


کک ,»> - ثم استنتج نهاية المتتالية (,») . 
n 3‏ 


> 
| 5 
معدوم ۲1 ب 8 
Vn‏ 
تحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ۸1 , 
3 


| المتتالية (,/4) معرفة من أجل كل عدد طبيعي / 


تحفق أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ .2 + /ك ,دك ۸ ؛ 


ثم استلتج نهاية المتتالية (,/#) 
7 المتالية (.»؛) معرفة من أجل كل عد طبيمي غير 


معدوم 1 بد آل 5 0 


1) أعط القيم المقربة لأحد عشر الحدود الأولى من المتتالية 
(.». 


2) برر أنه من أجل كل عدد طبيعي أكبر من أو يساوي 
٠ 0‏ يكون "2 < ,» ؛ ثمّ استنتج نهاية المتتالية (,/8) ٠‏ 
© 1) أكتب برنامجا للمتتالية » المعرفة ب 1= م 

والعلاقة التراجعية + 1= .ره 

tn 

2) ابتداء من أي دليل تصبح حدود المتتالية مستقرة على 

ما هو التخمين الذي يمكن وضعه ؟ 

3) أثبت أنه إذا كانت المتتالية » متقاربة فإن نهايتها هي 


العدد الذهبي 


7 عين نهاية المتتالية (,/؛) المعرفة على "| ب 


7 ريا 20,5757 1 « <<« 0,57...57= ولاه 


E 
: ب‎ ١ نعتبر المتتالية ( ,») المعرفة على‎ ٠ 

=n +n —n 
باستعمال مجدول أو حاسبة بيانية , أعط القيمة العشرية‎ )1 
را ٠ا و,/اء ثم للحدود ب14‎ ٠ 14, المقربة للحدود‎ 
. 13 حيث العدد  يتغير من 1 إلى‎ 


2) بهن آنه من لبن کل ا | ا 
+L‏ +1 
5 


استنتج نهاية المتتالية (,») ٠‏ 
3) اشرح لماذا يظهر تناقض في النتيجتين للسؤالين السابقين 


71 نعتبر المتتلية (,/؛) المعرفة على 11 بب 0-1 
14 1 


والعلاقة التراجعية : + ,اا = إو ٠‏ 


ا e‏ 07 
متزايدة . 
2) حل في 1 المعادلة ذات المجهول × التالية : 


1 14 
.» =+ 
39 3 


3) إذا كانت المتتالية ( ,») متقاربة , فما هي نهايتها ؟ 

4) نضع من أجل كل عدد طبيعي 71 . 7- . 

أثبت أن المتتلية )٠,(‏ هندسية , أكتتب عب 

العام , ٠١‏ بدلالة 8 , استنتج أن 

1) برهن أنه ابتداء من رتبة مطلوب تعينها » يكون 
<(n-1)!‏ *2. 


2 5 
2 أن المتتالية ذات الحد العام س , متقاربة 
فا و nif‏ 


#7 + عد حقيقي و( ,») متتالية معرفة على 10 ب : 


- ۾ والعلاقة التراجعية : 


2+ 


1) برهن أنه من أجل كل : من , .م : 


2) استنتج أنه من أجل كل 8 من 14, ٤‏ 


1) أ-برر أنه من أجل كل 1 من 110؛ ,؛ موجب تماما . 
ب - إذا كانت المتتالية( )٠,‏ متقاربة فما هي نهايتها ؟ 
2) في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ٠‏ 
١‏ 2جع 
أنشئ © المئحني الممثل للدالة س جا بر: .د 

e‏ ا 
المستقيم 4 ذي المعادلة ×= ر (يقتصر الرسم على 
المجال [0:2:2] ) . مثل الحدود 4 Mss‏ ويلا < 
ما هو تخمينك حول تقارب المتتالية (,0) . 
3) نضع من أجل كل «, من 19 أ4ا 

يم 

أ - برهن أن المثتالية )٠,(‏ هندسية متقارية ثم عبر عن 
بدلالة وى 


عبر عن ,! بدلالة ٠,‏ ثم برر التخمين الموضوع 
سابقا . 


كد 77 


71[ لتكن المتتالية ( ,») المعرفة ب 5- ,)؛ والعلاقة 
التراجعية ,1+ 2 = ر . 

1) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي , 
2Sn St,‏ . 

2) برر أن المتتالية (,»؛) متقاربة ونهايتها / أكبر من أو 
تساوي 2 . 

3) بين أن / تحقق /+2/:- 1 . استنتج قيمة 1 . 
3© تعتبر المتتالية »؛ المعرفة على "10 بي 
1ت 


المعرفة على المجال ]6 +:1-[ . 
2) استنتج أن : من أجل كل »۾ من" » 

1 

1)-Ink شك‎ 

2ك غما- زه غ)ما 
ثم من أجل كل « من ۸ ٠‏ ,> (1+ )ہا . 
ما هي نهاية المتتالية (,/4) ؟ 
3) أكتب برنامجا الذي يحذد أصغر عدد طبيعي / يحقق: 
u, >10‏ . 


7 امتتالیتان (,») و (,”) معرفتان من أجل كل 


elbassair.naet 


1 
مو ك1 
1) أثبت أن 1 عنصر حاد من الأعلى للمتتالية [,//) ٠‏ 
2) أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم , ۷> ,4 
3) هل المتتاليتين (,) و (,۷) محدودتين ؟ 
المتتالية ( ,»4) معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير 
معدوم ب ؛ 
الحساسبى زج |مرمممد 
)١‏ بين أن المتتالية (,/4) متزايدة . 
2) أعط عبارة مختصرة للحد ,4 . 
3) هل المتتالية (,/4) محدودة ؟ 


المتتالية )٠,(‏ معرفة ب : 
1 1 


u, ا‎ 
E 
FF gy 


العدد < هو عنصر حاد من الأعلى للمتتالية (,) 
2) برهن أن المتتالية[ ») متزايدة ٠‏ استنتج أنها متقاربة . 
3) أحسب ,» طلا ٠‏ 


المتتالية ( ,») المعرفة بحدها الأول ٠),‏ ومن 


المتتالية ( ,»؛) محدودة 


باتعندين 0 و1 وهذا مهما كان اختيارا الحذ الأولم؛؛ ٠‏ 


[[إ تعتبر المتتالية ( ,») المعرقة على 11 ب : 


i 1 


+ جد بح ب+اء u,‏ 


4 4 4 


. ثم أحسب ,»» ہنا 


أن المتتالية ( ,/؛) محدودة . هل العدد 


عتصر حاد من الأعلى للمتتالية (,//)؟ 


[[] نكن المتتالية(.») المعرفة بب ر عد 


معطى و من آجل كل عدد طبيعي 1 » 


١ :‏ 1 
) برر أنه من أجل كل عبد طبيعي « . 1< ,ب ا » 


2) نفترض أن المتتالية ( )٠,‏ متفاربة ونهايتها / . أكتب 
معادلة من الدرجة الثانية تكون محقق من أجل / 
3) استنتج أن المتثالية ( ,) متياعدة . هل هي محدودة ؟ 


ما القول عن ,4 1101 ؟ 


كل عدد طبيعي « ٠‏ 4= ,31 = ,11 . 


إ۴ لتكن المتتالية( ٠,‏ المعرفة ب 1 م ومن لجل 


@ 


1) أحسب الحدين ,» وج + 

2) برهن أن المتتالية ( ,») متزايدة تماما . 
3) نعتبر المتتالية ( )٠,‏ المعرفة على N‏ بب؛ ١‏ 
+ ,4= ,۷ حيث © عدد حقيقي . 0 
أ- عين قيمة » بحيث تكون المتتالية ( )٠,‏ هندسية . 

ب باستعمال قيمة » المحصل عليها سابقا , أكتب ,۷ 
بدلالة ‏ ثم عبر عن ,» بدلالة . 


ج - هل المتتالية ( ,) محدودة ؟ 


د - نضع من أجل كل عدد طبيعي , » 


lM a 
n u Ti SE 


برهن أن المتتالية ( , ۷) متقاربة ٠‏ 
5 المنتليتان المتجاوزتان ,)0585010 


[7[7[لتكن ( )٠,‏ و( ,”) المتتاليتين المعرفتين على ١‏ 
1) برهن أن المتتاليتين ( ,,) و ( ,«) متجاورتان . 

2) استنتج عددا طبيعيا م حيث ,؛ تكون قيمة مقربة إلى 
10 بالنقصان للنهاية / المشتركة بين المتتاليتين(,/4) 
د( . 

أعط قيمة ٠,‏ على شكل كسر غير قابل للاختزال وكذلك 
قيمته المقربة المحصل عليها بالحاسبة . 

[57] (.) د(.”) متایتن معرفان ب : 81-0 


٠", =2‏ ومن أجل كل عدد طلبيعي  ,,‏ أ 


3, 
1 


, 1 برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي‎ )١ 
i SlSv, 

2) أثبت أن المتتاليتين ( ,) و ( ,۷) متجاورتان وجد 
نهايتهما المشتركة , 


N سے‎ 


n 


[95] تمرف المتتاليتيت (./) د (.”) ب 2) (,») و( .") متتاليتان معرفتان ب : 
ا ومن أجل كل عدد طبيعي 8 + 2= ,۷ ومن أجل كل عدد طبيعي ۰/1( ,») /= ,14 4 

= 7) وک ر‎ i 
باستعمال حاسبة بيانية مثل منحني الدالة والمستقيم ذي‎ 5 


1) من أجل كل عدد طبيعي , نضع ,7 


المعادلة ×= لر . 
برهن أن المتتلية( ,«) هندسية ٠‏ عين :474 © > عط تخمينا حول اتجاه تغير وتقارب لكل من المتتاليتين 
E‏ ل دلي . 


3) برهن بالتراجع عن الخواص التالية : 


3) بين أن المتتاليتين (,) و( , )١‏ ولهما نفس النهاية 


يرمز ها 1: 


4) من أجل كل عدد طبيعي ١ء‏ نضع , 10۷+ ,1= ٠1,‏ 


أجل كل عدد طبيعي 1 › نضع : ,11 = ,1ح , ۷ 
بين أن المتتالية ( )٠,‏ هندسية وعين نهايتها . عين القيمة المضبوطة للعدد 1 . 

٠ 0>4>( و د عددان حقیقیان حيث‎ » R[ 
المتتاليتان ( ,/) و ( ,۷) معرفتان ب + 2= ر »= ولا‎ 
برهن أن( ,۲) هي المتتالية المعرفة من أجل كل عدد ومن أجل كل عدد طبيحي 8 , الال‎ )4 


TS 


0551ماع 


برهن أن( )١,‏ متتالية ثابتة (,../ يسمى الوسط الهنتسي للعدين 1 7 
عين / , النهاية المشتركة للمتتاليتين (ي) و )٠.(‏ يسمى وسطهما الحسابي .) 
نتر الدالة / المعرفة على المجال [0:2] , )١‏ أثبت أنه من أجل كل عدد طبيامي ١1,‏ ,1ك ,90410 


2) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 11 ٤‏ 
امم 1 
1) أدرس اتجاه تغير الدالة / . استئتج أنه إذا كان ),~ )جك a na‏ 2 


al x «[1:2]‏ [تناء رم f‏ . ستتع لن (ه- )بدك ره 


(,») و (,) متجاورتان . 

رض أن 2= و 5= ط , والعدد / هو التهاية 
(.) د( ۰ 

استعمل نتيجة السؤال الثاني لتعين القيمة المقربة إلى 107 
أللنهاية 1 . 
!]نيان (,») د (.۰) معرفتان د : 


e 
,ومن أجل كل عدد طبيعي ې عط = رلا ۽‎ =2 
5 ولا ومن‎ =2 

001 

وه 

1) | برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ » 


UM, <Y, 


(,») و( ,۰ متجاورتان . 


ب س برهن 


=u, +a, 


من أجل كل عدد طبيعي 7 , نضع 
٠‏ ,۷+ ,= ,ا( حيث 4 و / عددين حقيقيين متمايزين. 
جد » و ط حيث تكون المتتاليتان (,*) و( 3) 


هندسيثين ثم عبر عن ,× و ,لر بدلالة 1 . 


*) جد النهاية المشتركة للمتتاليتين (,») و(,٠) ٠‏ 


ست 
1177| لتكن ( ) مجموعة المتتاليات غير المعدومة ( ,») 


المعرفة على ١‏ والتي تحقق الخاصية التالية : 


مكبر 
حي 


1) هل توجد في المجموعة ( 4) متتالية ثابتة ؟ متتالية 


حسابية ؟ متتالية هلدسية ؟ 

2) تحقق أنه من أجل كل عددين حقيقيين © و / تكون 
المتتالية ( ,/4) ذات الحد العام u, “(7) A2)‏ 
هي عنصر من المجموعة (£) . 


3) عين المتالية (,») ذات الحد العام 


3 + [2]ء- علما أن 3= 


4 5 4 
Ts 


)١ - / 7711‏ درس اتجاه تغير الدلتين /و ۾ 
المعرفتين على المجال ]6 +:0] ب 


۶ (=: 


. g(x )=In(1+x)-x 


x? -ln (+x) 


2 


2) برهن أنه من أجل كل عدد حقيقي موجب ٭ ؛ 


1 
)7( 
1) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 


u, >0 cn 


2) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 7 * 


(+1)+. +[ جمد ) م[ 1 )ما- nu,‏ 


باستعمال العلاقة (1) برهن أن : 


<Inu, 5S, 


١ )4‏ - أحسب ,5و ,1 بدلالة ۸ . 
ب - استنتج نهاية لكل من المتتاليتين (,؟) و (,' 


أ برهن أن المتتالية ( ,/4) متزايدة تماما 

ب - استنتج أنها متقاربة ٠‏ 

ج - نقبل النتيجة التالية: إذا كانت المتتاليتان ( ,©) و (,۶/) 
متقاربتين حيث من أجل كل عدد طبيعي 7 ٠‏ ,/ 5 ,© 


فك ,م صنلا > ,ے ٠ i”‏ 


يجيه 6 . 


سيت ( 


(,) معرفتان من أجل كل عدد 


لمتتلية )٠,(‏ متقاربة ونهايتها هي 7 


ال /, ۾ و٠‏ المعرفة على المجال 


f جرع‎ =sinx i+ 


ادوم + 


x 
هو + سب بر جم جع ول‎ 
6 


أدرس اتجاه تغير لكل من الدوال / ٠‏ ۾ و ۸ مبينا أن كل 


من هذه الدوال موجبة . 


ر أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 7 


+..+n “مك‎ 


استنتج أله من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم « ٠.‏ 
E‏ 
ENF‏ 


4) أثبت أن المتتالية ( ,/4) متقاربة ٠‏ وما هي نهايتها ؟ 
8 ؛ - اتن / الدالة المعرفة على المجال ]0:6[ 


كلك 


le 


٣ سے‎ 


1) أدرس اتجاه تغير الدالة ع المعرفة على المجال 
]ه +:0[ ب : ماج .+1 - (2) ۾ ؛ثم بين أن 
المعادلة 0=( *) م تقبل حلا وحيدا /, حيث 
0,278 . 


2) من أجل 0< × عبر عن ()' تر بدلالة () ۾ . 


أحسب نهايتي الدالة / عند 0 و 0+ . 
7/ - نريد دراسة المعادلة 7=( *) / حيث , عدد 
طبيعي غير معدوم . 
1) بين أنه من أجل كل 7 هذه المعادلة تقبل حلا وحيدا 


. a 


2) المقارنة بين ,© و "© . 


ır.nel 


أ بین أن « > ("ء) / , استنتج أن "< ,© . 


ب أثبت أن العلاقة =( ,») / يمكن كتابتها على 


استعمل (أ -) لاستنتاج س ہنا - 
ا 


602 


3) المقارتة بين ,© و + "© . 
Ol:‏ 


أ - باستعمال العلاقة (1) عبر عن ( ,6 +12)1ا(,1+2) 
بدلالة «اء 


نضع (,ع+1) "۵= ,© حيث 0< ,8 


ب - بين أنه من أجل كل 0< / ٠‏ 
5 
3 لزج )مز )ع0 


ج - استنتج من (| ) و (ب ) أنه من أجل كل ۸<1 * 
E‏ 
د - باستممال (2) و (3) عين (,»- + ")۳نا + 


Osne*-s, Se 
2 


إختيار من متعدد 


[ 8 في كل سوال اقتراحات موضوعة يمكن أن تكون 
المطلوب اختيار الجمل الصحيحة: 


) كل متتالية متناقصة هي محدودة من الأعلى ٠‏ 
2) كل متتالية متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد 0 


أكثر من جملة صحيحة؛ 


قلعو المعرفة ب 0= » و من أجل كل 
المتتالية ( ,/1) المعرفة 0 


5 فتكون نهايتها معدومة ٠‏ 
= ورلا 2 3) كل متتالية متزايدة ومحدودة من الأعلى هي محدودة . 
)وز «) ب : »- ,»= ,ا 4) إذا كانت نهاية متتالية هي 0+ فإن هذه المنتالية تكن 


غير محدودة من الأعلى . 

5) كل متتالية متقاربة هي محدودة . 

6) إذا كانت ( ,») و( ,) متتاليتين متقاربتين و تحققان 
د - المتتالية ( , )1١'‏ هندسية. من أجل كل عدد طبيعي ٠‏ ,۷> ,» فإن. 


باحسلا < اسلا 


[7[] أذكر إن كانت الجملة صحيحة أم خاطئة مبرّرا ذلك ا 
1) إذا كان العدد الحقيقي / هو نهاية المتتالية ( ,») وإذا 


كانت المتتالية ( ,«) لا تقبل نهاية 
+٠, (‏ ,)لا تقبل نهاية حقيقية . 
2) إذا كان العدد الحقيقي / هو نهاية المتتالية (,4) وإذا 
كانت المتتالية ( )٠,‏ لا تقبل نهاية حقيقية » فإنَ المتتالية 
( ,۷× ,») لا تقبل نهاية حقيقية . 


3) إذا كانت / > ,4,0 103 


. كل المتتالية تكون محدودة من الأسفل أو من الأعلى‎ )4 DNF 


mM 7 


000 7 المتتالية (,») المعرقة على ¥[ ب : 1,5 = » ومن أجل 


21 1 ١ 0 كل حدد بيعي‎ n(n) 
تمتاز بالخواص التالية المطلوب تمبيز بن الجمل الصحيحة والخاطئة مبرئرا ذلك._‎ ۷ و١‎ ٠ المتتاليات »د‎ )2 
د 1 ا انا |) المتتالية ( ,) متقاربة نحو العدد! الذي هو فاه‎ SV, الك‎ 
أ- 0= نسار تقاطع المستقيمين الثين معادلتيهما. :رح ار و 1= ج2‎ 


2) المتتلية [./؛) المعرفة على 1 
هي متتالية هندسية . 


اب المتتالية ۷ محدودة من الأسقل . 
اج-من أجل كل عبد طبیعي 1ء 1> ,1>9- . 
د - لا يمكن معرقة إن كانت المتتالية ١‏ تقبل تهاية أم 


القاسم المشترك الأكبر لعددين طبيعيين. 
# استعمال خوارزمية إقليدس القواسم المشتركة لعددين طبيعيين. 
# حل مشكلات بتوظيف خواص القاسم المشترك الاكبر. 


بخصائص الأعداد الصحيحةء سواء كانت طبيعية أو نسبية؛ و تتضمن 


الفهم» حتى بالنسبة لغير المختصين. بصفة عامة» المجال الذي تدرسه هذه النظرية يهتم بفئة 
من الممكن تقسيم نظرية الأعداد إلى عدة مجالات حسب 
ع الرّياضيات تهتم بدراسة خواص وعلاقات الأعداد الصحيحة 


اسة الأعداد ١‏ 


المركبة) حين دراسة بعض خواص الأعداد الأولية. 
المبرهئة البداتية للأعداد: في هذا المجال؛ تدرس الآ النجوء لتقنيات آتية من فروع أخرى للرياضيات. مسألة 
مية إقليدس تمكن من حساب القاسم المشترك الأكبر ٠‏ تفكيك الأعداد إلى أعداد أولية «البحث عن 
الأعداد المثالية والتقريب تنتمي لهذا المجال. 
اللثائج هي مبرهنة فيرما الصغرى و مبرهنة أولير , ثم مبرهنة الباقي الصيني و قائون الانعكاس الرباعي . خاصيات 
ليوك الجذائية مثل دالة ميس ودالة أولير تمت دراستها : وأيضا المتتاليات مثل عاملي و أعداد فيبوشى. 
عدة مسائل المبرهنة البدائية للأعداد تيدو بسيطة تحتاج لتعمق في الرياضيات ولمقاربات جديدة. كما في الأمثلة الآتية : 
خنسية شولدباخ الخاصة بالأعداد الزوجية كجمع عددين أرليين. 
حدسية كاثالان الخاصصة باس أعداد طبيعية متتالية, 
حدسية التوأمين الأرلية التي تقول أن مجموعة الأعداد الأولية التوأم غير منتهية, 
 *‏ جدسية سيراكيز الخاصة يمتتالية بسيطة. 


جانقي 2007 يوم الاثنين . انطلاقا من هذا يمكن تحديد يوم الأسبوع الذي يصادف أي يوم من 


1) تريد معرفة اليوم ة 1962 . 
بأيام ب التي تفصل بين أول جانفي 2007 وخمسة جويلية 1962 ( لا يحسب إلا 


أيامها 366 بعين الاعتبار) ؟ 


اريخين في المجموع كما تؤخذ السنة الكابسة التي 


أوجد عند الأسابيغ © التى مرت بين الثارية 
_ بقسمة العدد 7 الموجود سابقا على 7 ٠‏ أوجد عدد الأسابيع © التي مرت بين التاريخين ٠‏ 


1 4 
ام المتبقية بعد مرور هذه الأسابيع 


اله ووم 


الذي صادف خمسة جويلية 1962 . 


2) بنفس الطريقة 


3) ماهو يوم الأسبو 


4) ما هو اليوم الذي صادف تاريخ ميا 


59 x 41~ 1888 * 472 + 59 = 9 وسمسع‎ 


بنفس الطريقة أحسب 


8763 (1 
48 × 125 © 
14 x 249 )3 


لسو © 


نشاط نا 


تهتم صارة بجمع الطوابع البريدية و وزعت كل الطوابع التي جمعتها على حاويات شفافة -حيث أن كل حارية تحتوي ۰3 
على نفس عدد الطوابع المحلية و نفس عدد الطوابع الأجنبية . و حصلت على التوزيع التالي 4 حاويات كل واحدة منها أ 
تحتوي على 18 طابعا محليا و 24 طابعا أجنبيا ٠‏ 
1) ما هو عدد الطوابع المحلية ؟ ما هو عدد الطوابع الأجنبية ؟ 

2) عين توزيعا آخر لهذه الطوابع البريدية ٠‏ 

3) ما هو أكبر عدد / من الحاويات التي يمكن استعماله . اذكر التوزيع المناسب لها . 
4) عين كل التوزيعات الممكنة ٠‏ 


النسبة إلى العدد / ؟ 


5) ماذا يمثل عدد التوزيعات 


أكمل الجدول وفق المعطيات 


1) مريع تام مجموع أرقامه 25 . 


2) عدد مضاعف ل 11. 


3) عدد مضاعف ل87. باقي قسمة 88 على 7 . 
4) عند أولي .عدد أولي 
5) باقي قسمة 88 على 7 

عدد يقبل القسمة على 30 

عموديا 
3) مربع تام جداء أرقامه 3024 . 
8) عدد يقبل القسمة على 7 و مجموع أرقامه 19 . 
) عدد مضاعف ل 187.باقي قسمة 762 على 5 
) عند اولي مکمب تام . 
)٤‏ عند يقبل القسمة على 10 


1. تعريف 


القلقكك 6از 8 عندآن صحيحان زه عزر معدو القول أن العندا» ايقسم ال ط يعني وجود عدد صحيح 0 
کوت : بهم = ط. تقول كذلك © قاسم للعدد ا أو نقول كذلك طا مضاعف للعدد © ٠‏ اذ" 


نكت / |4 ونقر 4 يقسم م 
86 - 48 و منه 6|48 


(6-)×(8-) -48 و منه 6(|48-) 


135 ) -(65-) ومنه (65-)|5 

13(×5-)=(65-) و منه (65-)|(13-) 

في 2 للعددين © و»- نفس القو 
خاصية]: ۾ » م , » ثلاثة أعداد صحيحة غير معدومة . 

إذا كان ۾ يقسم ط و ط يقسم © فإن © يقسم © ٠‏ 

إذا كان ط|» و 6إ|5 فإن 5-4 و ط'۸=» حيث 4 و ' عددان صحيحان و منه 441(4) >7 
وبما أن '4/ عدد صحيح فإن 4 يقسم © 


۾ و ۵ عددان صحيحان و © غير معدوم. 
إذا كان © يقسم م فإنه من أجل كل عدد صحيح 7 ٠‏ 4 يقسم طا" 


إذا كان |64 فإن 4= حيث ۸ عدد صحيح و منه ka = (mk) a‏ - ؤم ويما أن م عددا 


صحيحا فان ۵ یشم اص . 


© و ۵ عددان صحيحان و ٩‏ غير معدوم. 
Com O E N aS‏ 


ماس = 00 ويما أن 6 عدد 


البرهار 8 
جرهاك: بذا کان مده فإن ۵( -م حيث »۸ عدد صحيح و مته (۸)4 


صحيح فإن 4« يقسم ام . 


1 يقسم 7+5 إذا و فقط إذا وجد عدد صحيح 4 حيث 116 8+5 . 
ومنه 14-5 
الحلول هي 
تمرين مدلول2: عين الأعداد الصحيحة ۸ حيث : 

31+5 يقسم 8 . 

1777575101591739929 595 السحيحة م حيث الصرة (4]/ هم‎ 320 TES 


5 


الصحيحة من الشكل 11-5 مع » عدد صحيح وهي قيم 4: المطلوبة . 


ج 
5 


. {-8:-4; 


قواسم 8 هي [3 
31+5 يقسم 8 معناه 8- -38+5 أو 4- - 5 + 3# أو 2- > 3+5 أو 1- > 38+5 أو1 ع 3,7+5 


-5+مة3 أو 4ع 5 +30 أو8- 30+5. 


30 أو9- -«3 أو 7-- 3# أو 6-- م3 أو 4- - م3 أو3- -,3 أو 1- > ,م3 


3 .4--30 و 1- 3# ليس لها حلول . 


الحلول هي 3 2- 1-1 
ا تمرين محلول3: عين الأعداد الصحيحة / حيث : 
|__8 +31 يقسم 6+ 
TITTIES 2‏ 
تقسم عددا صحيحا 4. 3 


عدد صحيح حيث 8+ 38 يقسم 6+ ١‏ .ومنه 3/4-8 يقسم 18+-3/1. و بالتالي 8+ 3 يقسم 
:10-{ ۰ 


3 يقم 10 معنا 10 8+مة أوك- =8+ 31 أو 2- -8 + متأو 1- = 31+8 أو 3n+8=1‏ 


)8+ 3(-)18 3) أي 8+ 3 يقسم 10. مجموعة قواسم 10هي [1;1;2;5;10-;2-;5 


3+5 أو 5= 348 48=10. 


يه 18 أر3ا- = مو لر 10 = ميد لر وك ررق ار 7ک مد زو مدل 52 
ومله 6= = أو 3 ED‏ 
عكسيا هذه الأعداد حلولا ( يكفي التعريض في 3/١8‏ و ٠-١6‏ والتأكد في كل مرة من أن 8--:,3 يقسم 6 :)م 


الحلول هي الأعداد الصحيحة 6--. 3- . |1 


ااام لاك دصت نذان, 


=ط و 6' ع2 حيث »۸ و' عددان صحيحان و منه: 


6 إذا كان 8ه و ©[ه فإن‎ 
mb + nc = mka + nk' a 
mb + nc = (mk + nk')a 


بها أن )۸ + ۸« عدد صحيح فإن © يقم © + ا 


| به عدد صحيح و م عدد طبيعي غير معدوم . توجد ثنائية وحيدة (7,) من 
a=bq+r |‏ و .OSr<b‏ 4 
تسمى عملية البحث عن لثنائية (,) بالقسمة الإقليدية للعدد ۾ على العدد 0. يسمى 4 و بهذا الترتيب حاصل و باقيا 
القسمة الإقليدية للعدد © على العدد 0 . 

العدد © إما مضاعف ل 0 و إما محصور بين مضاعفين متتابعين ل ( أي يوجد ‏ عدد صحيح وحيد 
حيث ((0+1) > ۾ > 5و و نستنتج من هذا أن ا > و - © > 0. 
ضع 4-0 = و منه لدينا ۲+ راح ه مع ط > 7 >0 . 

يمكن تمديد مفهوم القسمة الإقليدية لعدد صحيح » على عدد صحيح غير معدوم 5 ٠‏ 

ونحصل على +وط=ه و |0>7>|8. 


القاسم المشترك الأكبر العددين؛طبيعيين 


۵ عدد طبيعي غير معدوم . نرمز ب ,2 إلى مجموعة قواسم العدد © ٠‏ 


مثل: مجموعة قواسم 8 هي [8: 
ملاحظات: مجموعة قواسم 0 هي" . 
٠-:.*‏ 4 و ۵ عددان طبيعيان غير معدومين. ,0 و ,(/ مجموعتا قواسم ٩‏ 
2,1 هي مجموعة القواسم المشتركة للعددين ۾ و 8 . 
محا ر 
رو نزمز لهب (طزم) 5060 . 
ملاحظات 


FGCD la) 1, PGCD(a:a)= a 
, ) ۾ غير معدوم‎ ( P6€0)0:4(= ۾‎ 
مجموعة القواسم المشتركة لعددين طبيعيين غير معدومين هي مجموعة قواسم قاسمهما المشترك الأكبر.‎ 


رن مرو CT‏ 710207 


ليكن العددان الصحيحان 0-5-2 و 2+3 --5. 
أثبت أن كل قاسما مشتركا للعددين ۾ و م يقسم العدد19. < 


الحل 
ليكن #قاسم مشترك للعددين © و ط . و منه 4 يقسم 50-26 أي 4 يقسم (2-«2×)5-(3+ 5×)2 


أي 4 يقسم 19. 
عين الأعداد الصحيحة 4 و ١‏ حيث أن : 
5= همه . 
لعل هه لمعادلة يمكن تحليل الطرف الأول إلى جداء عوامل من الدرجة الأولار اسة 
الطرق الثاني. 


إذا كان © و ط حلين للمعادلة فإن ©- و 8- هما كذلك حلين للمعادلة إذن يمكن البحث عن الحلول 


4-b `= )24-b()2 +‏ و منه ١5‏ ع (ط+ ه2)(ط-ه2) 


24 و 24+0 يقسمان 15 


4<0 و 5<0 فإن ط-24 و +26 


}1:3:5:15{. 
a=4 [a‏ 
ا 3 8 
(4:0) و انطلاقا من الملاحظة الأولى نستنتج أن الثنائيات الآتية حلول للمعادلة: 


0 


0<* 44-8 و بما أننا عددان موجبان و 24-6 < ط +28 . 


\Ooassair.nel 


1) < (2:-1) « (21) (2:1) < (-4:7) < (4: 


» عدد صحيح . باقي قسمة 4 على 10 هو 6 . 
1. ما هو باقي قسمة العدد ۾ على 5 ؟ 
2. ما هو باقي قسمة العدد ۾ على 2 ؟ 


6+ 10۳= 4 حيث ۸ عند صحيح 
a= 1\0 +5+11‏ 
S(t +1+41‏ 
ومنه باقي قسمة + على 5 هو 1 
2 (254+3 = حيث ۾ عدد صميح 


ومنه باقي قسمة ۾ على 2 هو 0 


3. خواص القاسم المشترك الأكبر لعددين طبيعيين 


۾ و ظط عددان طبيعيان غير معدومين حيث 8< 4. ۲ باقي قسمة ۾ على ط . 8 
)معوم 2 
-PGCD(b;r)= 0“‏ 


الي 4 يقسم وط و 04 يقسم © إذن 4 يقسم 0-0 أي 4 يقسم م. 


و منه 4 قاسم مشترك للعددين 8 و ۲ . 
4 يقسم ط وبالتالي '4 يقسم وط و '4 يقسم ١‏ إذن '4 يقسم +٣‏ وط أي '4 يقسم ۾ . 

و منه '4 قاسم مشترك للعددين © و ظط . 

إذن مجموعة القواسم المشتركة للعددين » و طا هي نفسها مجموعة القواسم المشتركة للعددين 8 و «, . 
4-ه في PGCD(a:b)= PGCD(b:r)‏ . 


» و ۵ عددان طبيعيان غير معدومين و حيث ا <4. بقسمة © على, 8 نحصل على 7+ 9ط -ه وط> 0>7 


حيث ,4 و ا 


7 ( أي ظط يقسم ه ) فإن م- (طيه) 0م . 
:؟ فبك ( P6٤0):‏ - (ط:ه) 70612 .نقسم على ۸ نحصل على د 


و >7 >0 حيث ,و و ر۶ عددان طبيعيان . 


+ وق 


* ( أي ” يقسم 8 ) فإ («:طامعمم PGCD(a:b)=‏ . 
« اکان 0 ۶ فإن (.. , )5661 = (,:ط) 560 - (ط:ه) 5002 .نقسم , ”على :7 نحصل على 


4 > و > ,>0 حيث ٩,‏ و ۶ عددان طبيعيان . 


» نواصل هكذا حتى نجد باقيا معدوما . ونسمي ,۶ آخر باقي غير معدوم وعليه: 
PGCD(a:b)= PGCD(b:) - PGCD(:r.) PGCD(,:0‏ . 


القاسم المشترك الأكبر لعددين طبيعيين تسمى 
الأكبر لعددين طبيعيين غير معدومين 4 و هو آخر باقي غير معدوم في سلسلة ا 


PGED(1631.93 
1631 2 932x1699 


PGCD (1631;932) » 233 ومنه:‎ 932 699x1233 


699 = 2333+ 0 


تمرين محلول1: عين القاسم المشترك الأكبر اللعددين © و < في كل حالة من الحالات الية = 
a= 8700 1‏ و B=9150‏ - 


EHO د‎ 
| 150 | aso | 8700 | 9150 | تقوم ر قق‎ | 
|° E <0 Fe. 


P6GCD)3700:9150)= 150 : بتن‎ 


0 3 
© 1 
2 
- 
ل‎ : PGC `D(691:2007) 1 3 
0 : 
6 6 | سل‎ | 
5 HERS 
5© | ٠ | _ الاش‎ 

إن : 250 -(1500:250)©هم . 


تمرين محلول2: أوجد ثنائية (:*) من الأعداد الصحيحة حيث أن : 6 = :108 + 50 


3 
التقرم ر اقام | 150 | 108 | 42 | 24 E‏ 
الباقي 42 | 24| 18 5 
PGCD(150:108)= 6‏ . 
24-18-6و مته 42-24(=6)- 24 ي6 2-42 <28 و .6 2-42 (08-42x2)«‏ 
آي 6= 1082-425 و منه 6= 5 )150-108( 2 <108 لي 6 =5 1-150x‏ <108 - 
اتن 108×7=6+(5-) ×10 . 


خاصية3: »و م عددن طبيعين عير معدومين ‏ # عدد طيومي خر معقوم- 
o PGCD(ka:kb)= kx PGCD(a:b)‏ 

البرهان: تصّع ك »)50:12 و "4 = PGCD (kab)‏ 4 و *4 عددان طبيعياق غير معدومین۔ 
يق 0 و مته Kd‏ يضم م1 4 يمأ ط و مته K4‏ يضم طK‏ و بالتالي 14 قشم مشترك للعددين 

4 و 48 إن K4‏ يم القشم المشتزك الأكبر للعددين م و طK‏ أي #4 يضم "4 ومته يمكن كتاية 

ه)]*+ - "4 حيث '#عدد طبيعي - 

صا و ا .و مته K'4‏ يقم م و طة و بالتالي 4'+ يصم ‏ و 8 ويالتالي 10 

# - ومته لها - '4 . 


كبر لتعددين © و 8 و باقتاقي 1- 
PGCD(ka.khb PGCD!‏ 


خاصيةل: 7 عددان طبيعين غير معدومين - 0 كسم مشترك للعددين ۾ و ط .نضع اهل - 4و "31 195 
إذا كان العددان الطبيعيان2 و ”8 أوليين فيما بينهما . 


أن غير معدومين 
© و م هو العند الطبيعي الوحيد #حيث (]|:|» [)75662 -4 . 


1 اد : 
| خاصية: © و # عددان صحيحان غير معدومين . 4 عدد صحيج غير معدوم. 
أ [PGCD{4:0)‏ |- (طايسة) معنم 


ملاحظةد » و ف عدر 


ملا ان صحوحان غير معدوميز 


ذا کت ظ يقم » فق || = ٥6 C9):0(‏ 


تمرين محلول2: عبن كل الثنائيات («:) من الأعداد الطبيعية غير المعدومة حر 
axb -900‏ 
PGCD(a:b)= 5‏ 


الحل 


الأكبر للعددين 


1440- و 448—- الجا رن 


40 .م 


إن : 1 (4ابكه) ممم 
32x PGCD(45:14) = 32‏ = (جمديومد )دنم 


و عند 32 = PGCD(-1440:-448)‏ 


اهتم قيثاغورث بالمثلثات القاتمة التي أطوال أضلاعها أعداد طبيعية » و من هنا الثلاثيات الفيثاغورثية هي 
)) من الأعداد الطبيعية غير المعدومة حلول المعادلة *2 = ”و + ب 
4 تعتبر المثلثات القائمة التي وترها يقوق الضلع الذي طوله لر ب 1- 

- يت أن 2+1 - ثم‎ ٠ 

٠‏ ثبت أن 1+ 2 =× حيث «عدد طبيعي. 

٠‏ لتتج عائلة تيات الفيثاغورثية. 
ث 550 2۔ 
نريد الآن تعيين الثلاتيات الفيثاغورثية كلها بدون وضع أي شرط . نضع 4 القاسم المشترك الأكبر للأعداد 
و ع4 ج . حيث ه 5١‏ و ء أعداد طبيعية . 


+ × تعني 
إذا كان أحد العددين © أو ط زوجيا يكون الآخر فرديا. 


- 


ط.آثبت أن © و ط عددان طبيعيان أوليان فيما بينهما. 


بود عددين طبيعيين »ا و/احيث ‏ 4= ةا و ظ= 


»و ع يدلالة » و۷ .ثم × » لر و 2 بدلالة هه » باو 4. 


» ×= عكسيا أثبت أنه إذا وجدت أعداد طبيعية غير معدومة با » ۷ و 4 («<» ) حيث ك2‎ ٠ 
. )هدم و ( + )4 =2 فلن (2:ر;») ثلاثية فيثاعورثية‎ -*( 
أعط الشكل العام الثلاثيات الفيثاغورثية.‎ ٠ 
تانق اكتشف علماء الآثار في مصر بقرب من القاهرة عدد ۷ من الركوم (جمع ركام ) من الأحجار . كل ركلم‎ 
بيختوي على 348960150 حجرة مكعبة الشكل .و كانت هذه الأحجار تستعمل في بناء نصب شكله متوازي‎ 
- ارتفاعه يساوي قطر قاعدته. نشير إلى أن العدد ۷ أولي‎ ٠ المستطيلات قانم‎ 
عا هي الظوال هذا التصب ؟‎ 


المحة تاريخية. 


و هو القائل بان " هذا العالم كرة ناريه حيه" 


فيتاغورث -المولود في إيطاليا ( 500-580ق م ) و اشتغل بالحصاب والهندسة . 


ول 


00 irnnee O 


لتكن الأعداد 20 +12+ ”3= › 2+-5 و 30+5حه . 

نريد تعيين باقي قسمة ۾ على 5 و باقي قسمة © على © 

1. وضع تخمين يواسطة مجدول - 
٠ه‏ أنجز ورقة المجدول الموالية بإتباع الخطوات التالية: 4 
٠‏ في الخلية 2 أحجز 3*۸2^2+12*۸2+20 - ء في الخلية2© أحجز 42+2- في الخلية 82 الحجز 
(82:2) 8002 < في الخلية 2 أحجز ۸2+5 *3- » قي الخلية 82 أحجز (3408)82:162- ` 
حدد الخلايا82 : 72 ثم أنقل إلى تحت - 0 
« ضع تخمينا حول باقي قسمة 4 على 8 و باقي قسمة © على © 
8 5 
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2. اليرهان. 
٠‏ لبت أن طا يقم 12+12 7ب3 . 
استتتج أن ط رصم ۾ إذا و فقط إذا كان ط يقصم8.۔ 
8 اقسمة ي على ط في كل حالة من الحالات الأخرى ؟ 


الوم ده اميه مدل 


0 

هو عند طبيعي غير معدوم ٠‏ 3 
.بين أنه » من أجل كل الأعداد الطبيعية غير المعدومة :| أجلي س 
4 » ظ و ع ء تكون المساواة التالية صحيحة : ا 


4 قشما للعندين طا و 4- ٣ظ‏ إنن هو قشم ع8 و 4- ©8 ومنه ل 


ق ([ه- »ط)- عط آي 4 يضم 4 وبا قاسم مشترك للعددين © و 8 


مجموعة القواسم المشتركة للعددين © و 6 هي ننسها مجموعة القواسم 


عن 8و ه-عط وبالآخصس ( طنه- ع() لمع م = (طنه)لعع p‏ 
الاخستصل القتيجة السايقة بوضع : 48 - ى » 3+ - ا و16+ «,9- 6-32 


p م = )3+ ورج48) قمع‎ god (3r - | ورا‎ +3) aaah 


اسم الطبيعية للعدد 48 هي 


== ۸ ؛لدينا 0 <3+ ۸ لكي يكون ٤۸‏ ۸ يجب أن يكون 
ı +3, =n 20‏ يقم 1l‏ "بيج 


, 11 ا 
iin <0‏ م معناء 20[ |3 ريكفن 0= ۸ہ لر لال زمر 

3( 3" ¢ 
لى 0- م ل 22م 


3+ يق 15 “3 مناد 3+ > (3+ وزو -١‏ 'م3)لعيوم ومن 3, 
ينتج 3+ ۸ (3 + 48:۸) لديم ويكفئ أ 43+ يتم 48 وسمناء 
(ERAGE‏ 


ياعتيقر 0= ۸ لو 2 م ند }0:3:5:9;13,21:45{ ¢ ıı‏ 


ا ا ن ۳ 

(e -1()1 مع‎ +++ - 

2 آ- 4 و 0 عددان طبيعيان غير معنومين حيث 4 يقسم 8 - 

برهن أقه من أجل كل عند طبيعي غير معدوم © + اعدد 1- “4 يقم قعتد 1- 87 - 
ب- استنتج أن العدد 1- “237 يقيل للقسمة على 7 ثم على 63 ثم على 9 - 

- PGCD (63:60) as Î .3 

ب-بن ن : 1- = 7م(1- "4)-(1- *) - 

ج-يرهن فى :1- تم- (1- 1:4°- (a‏ وموم . 

د ستتتج ققيمة ‏ : (1- 1:2- 2) ۶6C0‏ - 


1. للحصول على النتيجة يكفي فشر العيارة الموجودة على يسار المساواة ٠‏ 


elbassair.net ]7 


× و 4غ = »م وشكتج من 1- 

ب - لاحظ أن 6335 -3:>670 = 2010 وتطيق النتيجة لنسابقة من ول 4-27 ثم 
= ه ولغيرا استعمل خاصية التعدي في اققمة - 

3 أ- استعمل خوارزمية أقاينس أو لاحظ 63-321 و 320 -60 مع عددين 

متواليين أوليين قيما بيتهما 

ب - أنشر العبارة 


بين باستصال اقسسفواة السايقة أن (1- #م.] - "م ۲6C9‏ يقم 1- "4 ثم 
المکں 


د - الاستتتاج مباشر يوضع 2= ى . 


2) عين الآعداد الصحيحة * التي يكون من أجلها 
6+ 588 قاسما للعدد ۸+8 . 


[[] عد صحيح ‏ تضع 7+ .3= و 1+ - 8 
قبت أنه إذا كان العحد ‏ قاسما لد : » و 8 فإن 4 يكون. 
اقاسما للحد 4 
[17] ”عد صمح . 
تضع 7+ 6-30 و2+ 8-76 
أثبت أنه إذا كان العدد 4 قاسما ل : > و8 فإن 4 يكون 
قاسما للعدد 43 
| عدد طبيعي غير محوما ويختلف عن العند 1 . 
عين بدلالة ۸ بعض القواسم للعدد مم . 
17] ليكن © و5 عددن صحيحين . 


برهن أنه إذا كان 2 يقسم 42+87 فإن 2 يقسم 


7+( . 
[7[] لیکن © و 8 عددن صحيحين غير معدومين . 
آ) تشر العبارة '(ط+») 
||[ ما هر عدد المضاعغات للعدد 53 المحصورة بين ES SS‏ 
1112-7 : 
أزهبم) - 
أ 1) عين الأعداد الطبيحية غير المعدومة © بحيث 7 
قدا MET 7 m-2‏ 
يكون قاسما للد ۾ و 50> ۾ . 
33 [] عين باقي الضمة الأيدية للعدد © على 8 في كل 
ا ال سے . مقلم لكل منها يكون 
كوي عاب چ 
ETE ppp E7‏ 


. 5 =7 ب 152= »و‎ Sa rH DERE 
ساد ۸+4 و 22کإم]۔‎ 13 


9 ج- 118-د هو 5- 5. 
10 عقن كل الأعداد الصحيحة * التي يكون من أجنها 


50+7 كاسال 12 . د 152-= 4و 7= . 
و 
أ تن الأعداد الطبيعية غير المحدومة « التي من لا والڌي 
جلها يكون الحند 6+ » يقيل القسم على م - ايكون باقي قسمتها على 41 هو 5 ۔ 


أذ] 1) تن الأعاد السحيحة »: حيث يكون 6+ م5 


a 


[[۴ موه عدان طبيعيان غير معدومين حيث حاصل 
القسمة الأقليدية للعدد ۾ على 8 هو 17 وباقيها هو3 » 
و ظ23= 4-27 . عيّن ۾ و ۵ ٠‏ 

[[ ۸ عد طبيعي » بقسمته على 7 أو على 3 تجد 
نفس الباقي - 

عين القيم الممكنة للعدد الطبيعي 7 

[ عين كل الأعداد الطبيعية الذي يكون من أجلها الباقي 
والحاصل لقسمتها على 7؛ متساويين 

[# عين كل الأعداد الطبيعية الذي يكون من أجلها 
الخاضل هو ضنعف الباقي عند قسمتها على 13 . 

131 © ر ط عددان طبيعيان غير معدومين حيث : 
16 - 5+ 4 وباقي القسمة الأقليدية ل © على 2 
هر 61 . عين ۾ و ۵ 

5 بستسال خواززمية فنيس عين (6,5) ۲6٤0‏ 
في كل حالة من الحالات التالية : 


3-ه و5117 
ب- 4-1260 و 528= 5 . 
ج- 21380 و 972= 8 
|26[ ۸ عدد طبيعي غير معدوم . 
ما هو القاسم المشترك الأكبر للعددين ۸ و 3 ؟ 
ما هو القاسم المشترك الأكبر للعددين ١‏ و م ؟ 
ل برهن أن مجموعة القواسم المشتركة للعددين © و ظ 
هي نفسها مجموعة قولسم العدد ( ,)00ع م. 
|3 © و 8 عددان طبيعيان غير معدومين 
علمًا أن مجموعة القواسم المشتركة للعددين © و 8 
هي تض مجموعة القرسم ل («, ه) ٨6€‏ . 
عين كل القواسم المشتركة للعددين 456 و 792 . 


E aan 


- عيّن القاسم المشترك الأكبر للعددين 448 و 308 . 
_ استنتج كل القواسم المشتركة للعددين 448 و 308. 


[©| ” عد طبيعي حيث الباقيين للقسمة الأقليدية لكل من 
العددين 4294 و3521 على 7 هما على الترتيب 
0 و11 . عين كل القيم الممكنة للعدد 7 


[[| ” عدد طبيعي مكون من أربعة أرقام . 
عين العدد ” حيث 37 و53 هما على الترتيب » 
الباقيان للقصمة الأقليدية للعددين 21685 و 33509 
على 0 . 

PGCD (182,126) عن‎ (1 17 


2) باستعمال خوارزمية أقليدس › جد عددين 


صحيحين © و 8 , يحققان : 14= 1266+ 1826 

3 -خراص القسم المشترك الأكبر اا 
[57] أحسب باقي قسمة العدد 1399 على 82 ثم استنتج 
PGCD (1399,82)‏ . 


[#© عين القاسم المشترك الأكبر للعددين الصحيحين ۾ 
و 8 في كل حالة من الحالات التالية : 

|- 350 دم و 252- - 8 . 

ب - 126 ه و735-- 5 . 

ج ‏ 138-- ه و2575 5 . 

عين (54,82) 7001 ثم استنتج القاسم المشترك 
الأكبر للعددین (5400,8200) 5660 ۔ 

من التمرين ١‏ إلى التمرين ٠ #١‏ عبن كل الثنائيات 
( 8,») من الأعداد الطبيعية التي تحقق الشرطين 
المقترحين 

ل 


elbassair:net 


a+b =54 
Es 

a+b -2 
hs 
a+b =420 
Ra 


411 5= *ه- ja‏ 
5- (ط.ه) معمم | 
قي كل حالة من الحالات المقترحة أدقاه * 
ie‏ (ط.ه) PGCD‏ 
ما يمكن قوله عن العددين 4 و8 ؟ 
- 6-55 و36-<8 
ب 14م و165- م 
ج 6-1155 و 8-872 


1( عين )140,143( معنم 


2) استنتج ( 5, ») 70701 في كل حالة من الحالتين 


[a= 4034 
| =143<34 
a =143%82 
|1 -- 2 


اذا لا يوجد عددان طبيعيان مجموعهما 500 
وقاسمهما المشترك الأكبر هو 7؟ 


بدا قطعة أرضسية ستطيلة الشكل هما 156 
90m yi‏ 


يراد إحاطتها بسياج قائم بأوتاد (أعمدة) حديدية مغروسة قي 
الأرض ينض المساقة مثنى » مثتى ؛ وقي كل زاوية القطعة 
يغرس وقد 
علما أن المسافة بين كل وتدين متتاليين ٠‏ هي عدد طبيعي 
مقدر بالمتر , أقل من 5 وأكبر من 27 . 
أحسب عدد الأوتاد التي يمكن غرسها على محيط 
القطعة الأرضية . 
اا سمي قاسما تاما تعد طبيعي ‏ كل قفسا ل ر 
ويختلف عنه . 
القول عن العددين الطبيعيين 6 و ١‏ أنهما وديان ا كان 
© هو مجموع القواسم التامة للعدد ‏ و / هو .جموع 
القواسم ألتامة للعدد ۾ . 
برهن أن العددين 220 و 284 وديان . 
لي ليكن , عددا طبيعيا أكبر من أو يساوي 3 . 
برهن أن : 5+ مضاعف لب 7-2 إذا وق إا كان 
n=9 jn =3‏ 
[ 1) تسب مجموع قواسم العدد 8 ثم مجموع 
قولسم 81. 
2) ما هو عدد قواسم العدد [8×8 ؟ 
)١‏ كيف يمكن اختيار الد الطبيمي ۸ حنى يكون 


n+2 


عددا صحيحا . 
1-م 


2) عين الأعداد الطبيعية 4 حيث من بين قواسم اعدد © 
قاسمين أوليين فقط هما 2 و 3 . وعدد قولسم 7ه هو 
ثلاث مرات عدد قولسم العدد © ٠‏ 


[[5] عين كل التنائيات ( ب: ×+) من الأعداد الصحيحة 
التي تحقق 12-0 ر4 ۷ 
لامي توي شسوب إلى مط ٠‏ تر ر) مني 
الدالة / المعرفة على المجموعة [1:3[ب]3:1 ]- 0 


لجل زمار آ 


1) عين اعدد الحقيقي ۾ حتى يكون من أجل كل من التمرين اا0إلى ##استعمل البرهان بالتراجع ٠‏ 

قعى +1 عوّد(ع) /ا [إِرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۾ » 11+ 
0-0-6 يقيل القسمة على 6 - 

2) عين تقل المنحتي ,© قتي إحدائيتيها آعداد صحيحة ٠‏ 


ارهن أنه من أجل كل عدد طبيعي « » 3+ *7 
[ , عند طبيعي تضع (5+ a a=n(n‏ 
1) يرن أن اعدد لوحي ارهن أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1 » 
2) برهن أن © مضاعف للعدد 3 3-2 يقبل القسمة على 7 . 
إا » عد طبيعر رهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۾ » "30-2 


)۾ مضاعف للعند 6 يقبل القصمة على 7 . 


قم آحاد ارهن أنه من أل كل عدد طبيعي « ٠‏ «1-37- "4 


يقبل القسمة على 9 


ير هعدوم: اص ر هن أنه من أجل كل عدد طبيعي ٠‏ 4+ “7×3 
يقبل القسمة على 11 . 


إا هو باقي القسمة الأقليدية للعدد 71 على 72 ؟ 


[تإإكتتب مكتوب عليه 4350 سطرا . 
كل صقحة تحمل 34 سطرا ماعدا الصفحة الأخيرة 


. تاقصة‎ bs 


ما هو عدد الأسطر الموجودة على الصفحة الأخيرة ؟ 


elbassair.net 


28 ما أنه يوجد عدد طبيعي » حيث 

5 غدذان صَحَيِمَانَ حي ت يهم 21م 5+ 134 - *'100 . عين باقي قسمة "100 على 13 . 
إإللالباقيان للقسمة الأليدية لكل من العندين */ و ” 
يقسم 1+ م2 - ”م على 17 هما على التوالي 8 و 12ء 

ب - استتتج أن ۾ يقسم 2 + ۸ عين بواقي القسمة الأقليدية لكل من الأعدلد ۸+ * 

ديق بان أن اه يقسم 5 mg mxn‏ على 217 

د ما هي القيم الصحيحة الممكنة للعدد ى ؟ 70 الأعداد الطبيعية عير المعدومة / الذي يكون 
عت كل الثائيات من الأعداد لللبيمية ( ر .) ور باقي قستها طى 43 مساويا لمريع الحاضل* 

يكون من أجلها العند 43 كاسما للد برا4 ج [ - حول :241312 (ثانية) إلى ألم ؛ ساعات » 
يع ۸ عدد طبيعي فردي ‏ 8 مجموع أعداد ملبيعية دقاتق وثوان ۰ 


متتابعة وعددها 8. بين أن العدد 51 يقيل القسمة على ۸ 


7د 5 


ي - اعد خواززمية لتعويل حذذ + من اقتفية إلى 
ليام » ساعات » دقائق وثواني - 
حاصل قسمة العدد 1517 على العدد الطبيعي 8 هو 
5 . عين 8 وياقي هذه القسمة + 
ااا ليكن ه١5‏ و > أعداد طبيعية غير معدومة. 
بين أنه » إدا كان ۾ حاصل القسمة الأقليدية للعدد © 
على ط »و '4 هو حاصل قسمة ي على © » قإن ' 4 
هو كذلك حاصل قسمة © على الجداء ©3 . 
آم م عند صح ۔ 
حاصل القسم الأقليدية للعدد 1-© على العدد الطبيعي 
غير المعدوم طا هو ؟ . 
ما هو حاصل القسم الأقليدية للعدد 1- ”8ه على '*”8؟ 
ع أ) أنجز القسمة الأقليدية للعدد 76 على 17 . 
ب) ليكن ۸ عند طبيعي ؛ ما هما حاصل وياقي لقصمة 
العند 76+۸ على 17 ؟ 
ج) الحالة العامة : القسم الأقليدية لعدد © على 8 
تعطي الحاصل 4 والباقي 7 
عين الحاصل والياقي للقسمة الأقليدية للعدد « + © على ظ. 
2 © و ۵ عددان طبيعيان و ٣‏ ياقي القسمة الأقليدية 
للد ۾ على 8 . 
أ) عن شرطا لازما وكافيا على © و 8 حيث يكون 
حاصل قسمة © على 6 مساويا للعدد ‏ . 
من أجل 24 ٠‏ ما هي الأعداد الطبيعية التي تحق 
الشرط السايق ؟ 
أ أ) بنن أنه ٠‏ إذا كان + و ۵ عددان طبيعيان غير 
معدومين حيث 6+ ۾ عدد فردي فان ۾ و 8 
مختلفين في الشفعية (أحدهما زوجي والآخر فردي ). 
ب) بین أنه » إذا كان عددا فرديا / هو مجموع 
فإنه يكتب على الشكل 1+ 44 > ٠‏ مع > 4 


ج) استنتج عدد من الشكل 1- 44 بحيث لا يكون 
مجموع لمريعين . 
79 من أجل كل عدد طبيعي ‏ تضع : 
u, 1+ 5+ 52+... 5*‏ . 
أ-برر أن » عدد طبيعي . 
ب- لصب ,ل بدلالة ۸ . 
ج - استنتج باقي قسمة العدد '**5 على 4 , من أجل 
عدد طبيعي . 
يي برهن بالتراجع ٠‏ أنه من أجل كل عدد طبيعي :, 
العدد 1- “2 يقبل القسمة على 7 . 
استنتج باقي القسمة الأقليدية للعدد ۾ على 7 في کل 
حالة من الحالات التالية . 


١‏ 4-2 بده ج12 
[77] لیکن » و 2 عددين طبيعيين غير معدومين . 
1) برهن أن القواسم المشتركة للعددين ي و ([ط+62) هي 
نفس القواسم المشتركة للعددين © و 8 . 
ما للقول عن PGCD (a;a* +b)‏ و PGCD (a;b)‏ 
2( برهن أن: (a:b)‏ اعمج = (طة+ مة: (a+b‏ 60م . 
[[ » عد طبيعي . 

نضع : 3+ 115 - ه و1- 130 5 . 
1) بين أن 50= 136-115 . 
2) عين كل اقيم المسكنة (ط:ه) 5067 . 
3) عين ثقية (ط:») بحيث يكون 50 - (ط:ه) 5001 
يا عين كل الثنانيات من الأعداد الطبيعية (ط;») التي 
e‏ 


کی لمل ر ےی 2 


“”** ل[ 4 و م عدان طبيعيان غير معدومين . 


نض :4 - (طزه) PGCD‏ . 


عين كل الثناتيات ( 8:) التي تحقق 
-ab +543 =35d‏ 
يِه و ف عددان طبيعيان غير معدومين ٠‏ 
تضع : 276-59 × و 38-ه - لا - 
1( برهن ji‏ (طبء) صعمم - («|:اء|) مع 6م . 
6 عين كل الثناتيات من الأعداد الطبيعية (/:©) حيث 
[(7a-58)(4«-38)=1300‏ „ 
PGcD(a:8)=5‏ | 


من التمرين إلى التمرين >١‏ برهن من أجل كل 


عدد طبيعي ۸ ٠‏ أ العددين » و 8 أوليان قيما بينهما . 


=2n +7 »ده‎ +3 


b =8n +11» a =3. +4] 
م‎ =5n +4, a =9. +7 [J] 
207 


b =4n" +19 a=7n" +2 


n‏ عند غير 
ڳا ۾ عد طبيعي غير معدوم 


1) عين القيم المكنة للعند (4 + «1:9- ,2 ) ۶6C0‏ 
هن أنه إا كان 17= )4+ «9؟1- PGCD (2n‏ 

قن 17 يضم 8+" 

3) استنتج قيم العدد الطبيعي ” التي يكون من أجلها 

PGCD (2n -1:9n +4)=17 

لَه عد طبيعي 


نضع : 14+ 14۸+ *م5-م. 42م د b‏ 


c=Sn+3, 
5۸ +14۸ +8 يرهن أن 8 قاسم للعدد‎ )1 
6 استتتج أن ۵ يقسم ۾ معناء ۵ يقسم‎ )2 


3) عين حسب قيم العدد ١‏ , باقي قسمة العدد © على 
8 ثم باقي قسمة العدد © على © 


22 ۸ عدد صحيح يختلف عن | . 
نضع : 5+ 3= ۾ و1- م م . 


أ تصق أن 8+ 3= . 
اب جد قيم العدد الصحيح ۾ التي يكون من أجلها ج 
عددا صحيحا - 
2) نفرض أن 8 عدد طبيعي . 
أ برهن أن (4:8) 5067 هو قاسم للد 8 . 


ناقش حسب قيم ‏ القيم الممكنة 4 ( 8:©) ©8066 . 
يزيا ۸ عد طبيعي . 
[) تضع : + a=”‏ و =n+2‏ 8 . 
أ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ , 
PGCD (a:8)= PGCD (n;8)‏ . 
ب _ استنتج القيم الممكنة للعند (8:») ۲6C‏ . 
2) نعتبر العددين © و ظط حيث : 
2+ *مك+ :م3 د ماو 4جوة+:م3دم 
أ برهن أن العدد (2+ 3) هو قاسم مشترك للعددين 
050 
ب - استتتج , حسب قيم ۸ , أن (ط:ه) ۲6C0‏ 
هو (2 + 30) أو (2+ 2)3 
ج- عين © و 6 علما أن 41 -(6:8) PGCD‏ 
وي ۸ عد طبيعي 
تضع : 0-941 و1 


b =9n 
7 جد علاقة بين © و 8 مستقلة عن العدد‎ )| 
عين (:») 5001 في حالة ” عدد زوجي ثم قي‎ 
. حالة ۸ عدد قردي‎ 
7 استنتج باقي قسمة العدد 8177 على 4 في حالة‎ )3 
عدد فردي‎ 
لكي + عد شيعي‎ 
b=n' +| نضم : 4+ "4-7و‎ 


© 


1 
0 
6 

٣ 
0 
n 
2 
0 

2 
0 


1) برهن أن كل قاسم مشترك للعددين © و طا هو قاسم لل 
3- 

2) |) اشرح لماذا يكون 1+ )3= في حالة 
pgcd(a,b)=3‏ ؟ 

أب) بين » باستعمال فصل الحالات أن هذا غير ممكن - 


3) ستتتج (طره) لمع م 


تعتبر عددين طبيعيين غير معدومين × و « وأوليين فيما 
بينهما . تضع + ×= 5 و ×= 8 
1) أ-برهن أن × و 5 أوليان فيما بينهما . وكذلك ر 
و 5 أوليان فيما بينهما 

استعمال البرهان بالخلف » برهن أنّ 5. و 


م أونيان 


ج - برهن أن العددين 5 و ۶ من شفعيتين مختلفتين 
| (أحدهما فردي والآخر زوجي) 

2) عين القواسم الموجبة للعدد 84 
3) عين الأعداد الأولية قيما بينها × و لر حث 84 - $ 
4) عين عددين طبيعيين ‏ و ط يحققان الشرطين التاليين 


(a,b) [a+b =84‏ 71 
بيت (طيه امع م - 4 . 


لم من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ۸ تع : 
.s, =P +24...‏ 
في هذا التمرين يمكن استعمال النتيجة التالية : 


PGCD (2م: *م)‎ -١ gas PGCD (طنه)‎ ١ 


1) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد بيعي غير 
لتقم 
مسوم م.. ا درو 


2) تحقق من أن : 


. PGCD (RK ;k +1 


برهن أن (1+ 2۸) = (,. ررى: روى) ۳602 من أجل ۴ 
عدد طبيعي غير معدوم ٠‏ 

3) عين (3+ 1:2۸+ 2) 7667 من أجل ۾ عدد 
طبيعي ۔ 


4) لصب (و, ررى: ر ررى) 566 من أجل ٤۸‏ )۔ 


استنتج حسب قيم العند الطبيعي 71( .,5: ,5) 6619 
كم 

۾ عدد طبيعي غير معدوم . 

تسمى ( ) مجموعة الأعداد الطبيعية التي تكتب على 

الشكل 2م +9 . مثلا : 10=9+1 , 13-9+4 ... 
1) دراسة المعادلة ذات المجهول العدد الطبيعي 4 التالية : 
2= 9+4 حيث 7 عدد طبيعي أكبر من أو يساوي 4 


أ برهن أنه إذا قبلت المعادلة حلا » فإن 4 يكون فرديا 


ب - باستعمال القسمة على 4 برهن أن المعادلة لا تقيل حا 
2) دراسة المعادلة ذات المجهول العدد الطبيعي 4 التالية”* 


3 - 42 +9 حيث 7 عدد طبيعي أكبر من أو يساوي 73 


أ- برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير 


معدوم #, 1- 3 يقبل القسمة على 4 . 


- استنتج الباقيا, للقسمة الأقليدية لكل من العددين ۸ 
و3 على 4 ۔ 

ج- برهن أنه إذا قبلت المعادلة حلا © فإن » يكون 
زوجيا ؛ واستنتج أن يكون كذلك زوجيا ٠‏ 

د - حلل العدد ”م - ”37 ثم استنتج أن المعادلة لا تقبل حلا 
3) دراسة المعادلة ذات المجهول العدد الطبيعي 4 التالية : 
"5 = 9+۵ حيث / عدد طبيعي أكبر من أو يساوي 2 . 
أ باستعمال القسمة على 3برهن أنه إذا كان 7 فرديا 
فإن المعادلة لا تقيل حلا. 

ب في حالة 7 زوجي ء برهن أنه يوجد عدد طبيعي 
وحيد 4 الذي يكون من أجله يكون العدد 9+۵7 من قوى 
العدد 5 . 


)١ 2‏ ه عد طبيعي غير موم ويختلف عن 1 ٠‏ 2 

عدد طبيعي 

أ قبت أنه إداكان 4 قلا للحدين 7-1 

1 “ي قن 4 يكون قلعا للعدد (1- ©) 67 - 
اض السمكتة ل (1- مه 47( PGCD‏ . 


2) تعر اقمتتقية ( ,4) المعرقة ب :0- ول و 1= 4 
بيه - 2S,‏ 


ومن أجل كل عدد طبيعي 7 
أن للعددين ,» و + أوليان قيما بينهما ٠‏ 


آ۔ تضق من 
ب-يرهن أنه من آجل كل عدد طبيعي ۸ * 
اج ,4= ,1 
ج - برهن أنه من آجل كل عدد طبيعي 7اء ,4 هو عدد 
عيز. ( ل . ,, . ») (800:1 (يمكن استعمال خوارزمية 
ققيدى) 


7) تبر المتتاقية ( ,؛) المعرفة من أجل كل عدد 
ليقي و ف د له سنن 


أحسب ‏ / يدلالة 7 


)٠' ,‏ متتالية هندسية 


ج استتتج (1- ”1.4 4) 606017 من أجل م عدد 


طبيعي 
زه تقول عن العدد الطبيمي م أنه آولي إذا قبل قاسمين 
بالضيط هما 1 و م 

تعتير ٠‏ في المجموعة "» المعادلة ‏ دات المجهولين 
١ء‏ ۷ التاقية : م = *بر+* 4 ...م حيث لولي . 
م بين أن المعادلة £ لا تقيل حلول 

2) نفرض أن 2 * و( ۷ :) حل للمعادلة م 


)مع 2 


أ- برهن أن السدين > و ل أحدهما زوجي والآخر فردي. 
ب-برهن أن م لايقم > ولا ر 

ج -برهن أن (”« ۸C0).‏ يقم م . 

د - استنتج أن العددين > و رأوليان قيما بينهما 


3) نفرض أن م هو مجموع مربعين تأمين غير معدومين 
آي + 2ح م مع »او ٠١‏ عددين علبيعيين غير 
معدومين 5 
أ تك 2 ا ف حل ةا 
ب - أعط حلا للمعادلة ٤‏ في حالة 5= م ثم في حالة 
3دمرء 
4) في كل حالة من الحالتين التاليتين بين آن م ليس 
مجموع مربعين وأن المعادلة £ لا تقيل حلول 
823-1 ب 7= . 
نعتبر المتتاليتين (,*) و (,«) المعرفتين ب : 
1-.+ ؛ 8= م« ومن أجل كل عدد طبيعي 7 


ır:nel 


وفي المستوي المنسوب إلى معلم [7:7: 0) تعتير 
المستقيم (4) ذي المعادلة 3=0+ لز للق 
1) برهن بكتراجع أن من أجل كل عد بيعي , اقل 
(.: *) 4 تنتمي إلى المستقيم (4) 
- استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي 1 
Xa = 4x, +2‏ 

2) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 8 , 
ستنتج أن 10> ,لز 

. 506060 )x,:¥,(=4 تضع‎ 3 

ما هي القيم الممكنة للعدد الطبيعي 4 


4) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 ؛ 
2 5 


elbassa 


.x,eN 


د.تنقج أنه من أجل كل عدا طبيعي 7 العدد 
2- 5×4 يقيل القسمة على 6 . 


[ا[ا[ في كل سؤال اقتراح واحد صحيح ما هو؟ 

1) باقي قسمة العدد ‏ على 7 هو ۲ حيث : 
E AS E EE‏ 

2) هن بين الكتابات التالية » ما هي التي تعرف بقسمة 

أفيدية ؟ 

ا 63=9×6+9 . 

ب 3+(9-)(8-)=75 ۰ 

جه 46=13×3+7 . 

التالية , ما هي التي تعرف بقسمتين 


ة العدد ۾ على 12 هو15 


© هو جداه عددين أوليين في ما بينهما . 
٠‏ 14175 و مم 3 
أ- ۴ کسر غير قايل للاختزال . 

با - يوجد کسر مساويا ل ۴ مقامه من قوی العدد 15. 
ج- مقلوب ۴ عدد طبيعي 

5 ” عد طبيعي أكبر ماما من ١‏ . 
أ- (nin +1)=n‏ صعوم . 

. PGCD (nin +1)=2 ب-‎ 
. PGCD (n;n+1)=1 ج-‎ 


ب - مجموعة القواسم المربعة التامة للعدد © هي: [9:81]. 


6ن( 


 -PGCD (a.b)= PGCD (a,a-b) (2 
. PGCD (a,b)= PGCD (a.a+b) (3 
. PGCD (a.b)= PGCD (a,ab) (4 
| .@=b معناء‎ PGCD (a,b) = PGCD (b ,a)(5 
. و غير معدومين‎ © )6 
- 4 = فن‎ PGCD )6:0(-4 إذا كان‎ 
ميز بين الأصح والخاطئ في كل اقتراح من‎ 7 

الاقتراحات التالية : 
1) جداء عددين من نفس الشفعية هو مضاعف للعدد 2 . 
PGCD (2008,1000) = PGCD (2008,8) (2‏ . 
3) إذا كان 2 هو باقي قسمة عدد طبيعي ” على 5 فن 
4 يكون باقي قسمة ۸ على 5 . 
4) العدد 7-1 يقبل القسمة على 6 . 
5) المعادلة 50 - «ر24- +16 تقبل على الأقل حلا 

(ولازو) في 2 . 
3 برجم 
PGCD (x;y )=45‏ 
(ە:هء) في 22+ 

1177 ۰ د ۵ عددان طبيعيان غير معدومين ٠‏ 

ميز الجملة الصحيحة من الجملة الخاطئة ٠‏ 


6) الجملة | نين طى الان حلا 


4) إذا كان م هو ياقي ۾ على 6 فان 
اقسمة 2م على 8 . : 
5) باقي قسمة مريع 


الكفاءات المستهدفة 


ة معرفة واستعمال خواص الموافقات في ١2‏ 
© نشر عدد طبيعي وفق أساس . 
# الانتقال من نظام أساسه » إلى نظام أساسه ق8. 


ابن البناء المراكشي:أحمد بن محمد بن عثمان الأزدي المعروف بأبي العباس بن البناء المراكشي (721- 
54ه/1256-1321 م) هو عالم متفنن في علوم جمة؛ برز بصفة خاصة في الرياضيات: والفلك؛ والتنجيم؛ 
العلوم الخفية؛ وكذلك في الطب. قضى أغلب فترات حياته في مسقط رأسه في مراكشء ولذا نسب إليهاء وبها درس 
النحو والحديث والفقه. ثم ذهب إلى داس و درس الطب والفلك والرياضيات. وكان من أساتذته ابن مخلوة جلك 


4 . وقد حظي ابن البناء بتفدير ملوك 2 الذين استقدموه إلى فاس 


مراراء وتوفي في مديئة مراكش عام 721ه/1321ام. 


إسهاماته العلمية: من إسهامات ابن البناء في الحساب أنه أوضح النظريات الصعبة والقواعد المستعصية؛ وقام 
بيحوث مستفيضة عن الكسور. ووضع قواعد لجمع مربعات الأعداد ومكعباتهاء وقاعدة الخطأين لحل معادلات الذرجة 
الأولى. والأعمال الحسابية. وأدخل بعض التعديل على الطريقة المعروفة 'بطريقة الخطأ الواحد' ووضع ذلك على شكل 
قالون رجاه في دائرة المعارف الإسلامية أن ابن البناء قد تفوق على من سبقه من علماء الرياضة من العرب في الشرق 
وخاصة في حساب الكسور. كما عد من أهم الذين استعملوا الأرقام الهندية في صورتها المستعملة عند المقازية» 


مؤلفاته: الف ابن اليناء أكثر من سبعين كتاباً في الحساب. والهندسة: والجبرء والفلك: والتنجيم» ضاع أغلبها ولم 
ببق إلا الظيل منهاء وأشهرها : كتاب الجبر والمقايلة" اكتاب الفصول في الفرائض” ١‏ 'رسالة في المنتاحات” ؛ كاب 
الأسطرلاب واستعماله* . 


نريد اكتشاف بعض خواص القسمة الإقليدية على العدد 5. 


ع الخطو 


1) في العمود ۸ و ايتداء من الخلية ۸2 أحجز الأعداد من 1 إلى 50 . 
في الخلية 82 أحجز (42:5) 1/010 - ( هذا يعني باقي قسمة العدد الموجود في الخلية 42 على 5 ) 


الخلية 82 ثم اسحب إلى تحت . ماذا نلاحظ ؟ 


2) في الخليتين 2:/ و ۴2 أحجز عددين طبيعيين ثم أحسب باستعمال المجدول في الخلايا 11262 12 2[ 
L2, K2‏ الأعداد Ê « nxn' < n+ n!‏ كور n? e pF‏ 


3 بواقي قسمة الأعداد المحصل عليها على 5 . 


لكام اداد داب 


4) أعد نفس العملية بأعداد أخرى. 


5) ماذا يمكن تخمينه بالنسبة لقواعد حساب البواقي ؟ 


يقوم طفل بقفزات وفق محور حيث في كل ف 
نسمي .ب.,,(, »1) متتالية الا 


يقطع 5 وحدات ( الوحدة ° 10 ) ٠‏ 


اد الطبيعية المكونة من الأعداد التي يتوقف فيها الطفل بعد :7 قفزة علما أنه ينطلق 


بين حدين متتابعين من المتتالية (,») ؟ 
3) ما هي طبيعة المتتالية (ي/) ؟ 

4) الفرق بين حدين من المنتالية )٠,(‏ هو مضاعف أي عدد طبيعي ؟ 
5) ما هو باقي قسمة حد كيفي من المتتالية )٠,(‏ على العدد 5 


عالميا » يستعل نظام التعداد العشري ٠‏ حيث يتركب العدد من الأرقام العشر 0 ٠‏ 706543 


8 و9 وهذا يسمى النظام ذي الأساس 10. 
في الحضارات لقديمة استعمل مختلف نظم التعداد » استعمل البابليون الأساس 60 ؛ الرومانيون الأساس 12 ؛ 
أمركا الوسطى الأساس 0 إلى آخره ... الآن يستعمل في الحاسوب النظام الثنائي (ذي الأساس 2) . 


لكتابة عدد في النظام ذي الأساس 6 يجب | استعمال 6 أرقام وهي من 0 إلى 5 . 
لد مء ط۰ و 4 بحيث يكون =a x10" +b x10 +c x10+d‏ 3959 . 


1. عيّن | 


2 أحسب العند N‏ حيث 5×6 + 5×6 + *1×6+ 0267 + *36 د N‏ . 


الأرقام 03“ 1 . 5 » 5 تشكل عددا وهو الكتابة للعدد 1 قي النظام ذي الأساس 6 ونرمز ب : 


1. أذكر البواقي الممكئة للقسمة الأقليدية على 5 . 


2 عبن باقي القسمة الأقليدية على 5 لكل من الأعداد الطبيعية التالية : 


3. استعمل مجدول إكسال j‏ 
ل مجدول إكسال للحصول على بواقي القسمة الأقليدية للعدد "2 على 5 من أجل [0,1,2.....20) © 7 


ملاحظة : استعمل الوظيفة * (ا : )1015= * وتعني باقي قسمة العدد ى على 8 . 
4. أعط تخمينا لبواقي قسمة "2 على 5 من أجل / عدد طبيعي . 
5. باستعمال البرهان بالتراجع . أثبث أنه من أجل كل عدد طبيعي م ٠‏ 1- ”2 يقبل القسمة على 5 ٠‏ 


6. استنتج بواقي القسمة الأقليدية على 5 لكل من الأعداد الثالية : 


2۳ 2 2 2 مع م عدد طبيعي . 


1. تعريف 
عند طبيعى غير معدوم. القول أن عددين صحيحين © وا متوافقان بترديد # يعني أن (١91916‏ 
لباقي في القسمة على 7- و نرم []5 كه و نقرأ 6 يوافق 8 بترديد 7 . 


5 7 [11أ4ةء 2ل [3]7 24 › [201]7- › [3]8-=59-. 


إ0عع . 


ان صحيحان و « عدد طبيعي غير معدوم. 4 و / لهما نفس الباقي في القسمة الإقليدية 


إن 6-8 مضاعف ل 7 . 


مله «إغجواء- مغ + .a=b+kn=nq+r‏ 


بما أن ۸+ عدد صحيح و 71> >0 فإن ١‏ هو باقي القسمة الإقليدية للعدد © على « . 


ليدية على « . 
ان و عدد طبيعي غير معدوم. 4 و 8 متوافقان بترديد , إذا و فقط إذا كان -4| 


5 
1 عدد طبيعي غير معدوم يختلف عن | (2 < م) . ١‏ 
گل عدد صحيح 4 يوافق باقي قسمثه على ٠.8‏ بترديد ۸ 


» هدد صحيح و ” باقي قسمته على ۸ ”> 0>7 


و امنه n4‏ 


E TTT 1 


۹ 


تمرين محلول 
1( ]26=11|5 ¢ 2 ]32=18|[10- 


1) 26-11-15 و 3<5 =15 إذن [26>11]5 صحيحة . 


2( 50-=32-18- و 5(×10-)=50 إتن [18|10 = 32- صحيحة . 


5) 63=12×5+3 و '( a‏ 
أي 14+(5)720+71 = 63 إنن [14|5=” 63 صحيحة . 
6) 11+ 144=19×7 و 11-1940211 تحصلنا على نقس الباقي في القسمة على 19 إن 


9 144 صحيحة . 
7 1430*121 = 131و 1+ 2×12 = 25 تحصلنا على نفس الباقي في القسمة على 12 إن 


25]12 


11 صحيحة. 
8) 6+ 15799×7 = 48 و 1+ 5×7 = 36 لم نتحصل على نفس الباقي في القسمة على 7 إذن 

[25]12 =" 131 خاطئة. 

تمرين محلول2: / عدد طبيعي غير معدوم و يختلف عن 1 : 

[ ,) متتالية حسابية معرفة على !! أساسها / . 

أثبت أن حدين كيفيين من المتتالية (,) متوافقان بترديد / ٠‏ 

تلم أنه من أجل كل عدد طبيعي 1 ٠‏ لينا 11+ ,ا = ٠‏ 


لیکن ,# و ,4 حدين من هذه المتتالية » 


الدينا + ام + »> ا و /4 + ا = ٠,‏ م و 6 عددان طبيعيان . 
وهنه 1 ۸= مانام + u‏ 
ومله 1۸1م = - u,‏ 
وله (۸- 1)0 u,‏ 


و بالتالي = ,» مضاعف للعدد / و منه و هته [/],» 


= 
ا 
1 


۾ عدد صحيح . 4 و » لهما نفس الباقي في القسمة الإقليدية على « و منه[«]© كه . 
3 ۾ عند طبيعي غير معدوم. © و ط عددان صحيحان . إذا كان [۸]ط >6 فان [س]» >8 ١‏ 


۾ و 6 عددان صحيحان حيث [«]ط 2 ١6‏ 


ارط = م يعني / = ط-ه (4 عدد صحيح ) ومنه 47- = 85-4 .بما أن 4- عدد صحيح فإن [«]ه =ط. 
| خاصيةة,, عدد طبيعي غير معدوم. 4 8٠‏ و٠‏ اعد صحيحة. بذاك ([0]0 = 2 [«] > 6 1710 


۾ ثم و» أعداد صحيحة حيث أن([«|6 > © و 


(إمام =ه و إمإء = ذ) يني (مغ- a-b‏ وم' 0 )(2 و" عددان صحيحان ) 


و منه و بالجمع نحصل على «(61 + 4) 4-6 . بما أن )+ ) عدد صحيح فإن [71] 


خاصية>: ١‏ عدد طبيعي غير معدوم. 4 ٠٠ 5٠‏ و 4 أعداد صحيحة: 
كان ([م]م عه وإم| دء) فإن [م«]ل+مدعء جه . 
000 


۾ 56 ٠ء‏ و أعداد صحيحة حيث أ 


۾ و || >0 ) يعني ( ۸ )= ط-ه و «' ع 4-» )(4 و ' عددان صحيحان ) 
بالجمع نحصل على ۸(۸ + ۸) = (4 + ط) =( + ۾) .بما أن ' ۸ + ۸ عدد صحيح فإن .a+ce=b+d|n|‏ 


ف 


۸ عدد طبيعي غير معدوم. 4 ٠» 8٠‏ و 4 أعداد صحيحة: 
إذا کان ([«]م عه و[زم]ك دء) فإن [م«]4ه 


» ٠ط ٠‏ وك أعداد صحيحة حيث أن ([«إط = ۾ و [«]4 (c=‏ 
>0 و || = ) يعني («4 - ط-ه و «'/ - 4-» )(4 و ' عددان صحيحان ) 
نينا kı = (ak '+ dk)‏ ل + d(a-b)= ak'n‏ + (ل -ع)ه = لط- هه + ac-bd =ac-ad‏ 


لل ۸+ ۸ه عدد صحيح فإن |١|‏ طا a=‏ 


7 عدد طبيعي غير معدوم. 4 و ا عددان صحيحان. 

من أجل كل عدد صحيح ۸ إذا كان [م]ط > ه فإن [«]مغ >< مغ . 1 

دان صحيحان حيث أن |0]7 = ۾. ليكن » عددا صحيحا . 

. 4» > بتطلبيق الخاصية 6 تحصل على [«]ط6‎ kjn 

خاصية8 ۸ و م عددان طبيعيان غير معدومين. 4 و ا عددان صحيحان. إذا كان [6]11 = فإن [۸] 287 167 ( 
٩‏ و ۵ عددان صحيحان حيث [0]0 = .٠‏ ( نستعمل البرهان بالتراجع ) 

م لدينا [0]0 ٠#‏ ترديدة صحيحة ( من المعطيات ) 


“ صحيحة من أجل عدد طبيعي <١‏ م . 


بتطبيق الخاصية 7 ٠‏ |و«|دا»: "ا كاي × 


“4 أي [«]'**ل > '**4 .إذن الخاصية ورائية ابتداء من 1= م 
إذن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم م . إذا كان [«]ط =< ۾ فين [م] "ا = "نه , 


على # ثم تضرب الطرفين في 1- ثم نضيق الترديد إلى -.-b‏ 
اڪ 
بقسمة العدد 5817 على 251 نحصل على [44]251 = 5817 . 


نضرب الطرفين في 1- نحصل على [44]251- = 5817- ( الخاصية 7 ) ٠‏ 


نعلم أن [[0]25= 251 و مته [251]251 =0 ( الخاصية 3 ) ٠‏ 


7- و [251]251 = 0) إذن من الخاصية 5 نحصل على [207)251 = 5817- . 


على 251 هو 207 لأن 251 > 207 > 0 . 


44]251!( 


إذر قمة 5817 
1) عين المجموعة ./ مجموعة الأعداد الصحيحة > حيث أن [2]7 4 +:.. 
2) عين المجموعة './ مجموعة الأعداد الصحيحة × حيث أن [3]7 +5. 

| الريقة: في السؤال الثاني ندرس كل البواقي الممكن الحصول عليها في القسمة على7 


) في 4+ نطبق الخاصية 5 و منه [2-4]7 4-4 + :و بالتالي [2]7 
ويما أن 2- فإن [5|7>+ ( الخاصية 4 ) . 
عكسيا فأن [2]7 = 4 +(5+ 7۸) لان [0]7 72 و[9=2]7 


إذن المجموعة .1 هي مجموعة الأعداد الصحيحة من الشكل 5+ 74 حيث / عدد صحيح 


2 :د عدد صحيح يمكن أن يوافق كل بواقي القسمة على 7 ٠‏ ثم نطبق الخاصية 7 . 


نلخص النتائج في جدول 


6 5 4 
2 4 6 
عكسيا فأن [3]7 -(5)74+2 لان 


أن المجموعة './ هي مجموعة الأعداد الصحيحة من الشكل 2+ )7 حيث / عدد صحيح . 


ى +-<-+ .أ عين تبعا لقيم العدد الطبيعي 7 باقي قسمة "3 على 5. استنتج باقي قسمة ”3 على 5. 
حت ت حي بے ب حر س شی بعض الحالات ). 


انحل 
العين بواقي الفوى المتتايعة للعدد “3 على 5 
١ 3 | . 5‏ إكاه» :3 . ]2ه * j] ٠‏ 3 
4١ 3“‏ عند طبيعي 
بتطبيق الخاصية 4 . |( #25 '**3 )إ5 “3و |5| '3 )۰ ]4|5 
4x1009 +3‏ 9 من الشكل 3 44 إئن [2]5 ج ”“3 


I كك‎ aE 


إ5 = "3 من الخاصية 8 [5| “اين “3 أي[ك| | 


3و [5) 2= 3. 


elbassaır:net 


جمد طيس غير مرم هر اما من 1 . كل عدد طبيعي © أكبر من أو يساوي × يكتب/ 
٣ +‏ ي = حيث i‏ 


[+ءو>ه و اند> ,>0 مع }1-1 :0{ € «a‏ 
» عدد طبيعي أكبر من أو يساوي العدد الطبيعي × غير المعدوم و الأكبر تماما من 1 . 


ر باقي 3 ة 4 على ۲ . لدينا :7+ - 4 حيث ,0 عند صحيح و د > 17> 0. 


ا ع ترم ...+ 


> ,0 المبرهنة محققة. 


< ب توجد ثنائية وحيدة (,0,:7) من الأعداد الطبيعية حيث + دن = ,6 مع« > 7 >0 ون > > 10 
» لديذا + رم + “د = 4 المبرهنة محققة. 


اد الطبيعية حيث 


) توجد ثنائية وحيدة ( :)من الا 


.0<c > رن‎ 0 Sr > ga C= 


اصل القسمة 4 على :د أصغر تماما من × . 


0> مع ند > ,0>7 وهم>ن‎ e 
0> 0 > ون‎ OS > مع:‎ Cy = C+ 2 
0> وى > ن‎ OST > عن مع‎ CX + 3 

e, +r‏ > مع اد > >0 وو 


بيت 0ه 


> وين‎ OS, 


لضرب المساوأة (1) (2) :(3) 


ل(احم)ءزه) في مده "د "بد على الترتيب و بجمع 


الثثائج المحضل عليها طرف يطرف نحصل على : 


:+ 4-41 ( مع وضع 4= ,»)و من المبرهنة محققة. 


عدد طبيعي غير معدوم أكبر تماما من 1. يعتمد التعداد ذو الأساس ‏ على 
| 1) ذا كان >0 ( م عند طبيعي ) ت يمثل برمز وحيد يسمى رقا 

“ ( » عدد طبيعي ) من المبرهنة » ينشر يطريقة وحيدة وفق العدد > 4 
URN n+‏ + “ا ره مرو عاق مركا 
*< 0<9 ر OS <x‏ لكت 


| 2) إذاكان 


تعرين محلول1: معدد طبيعي يكتب 365 في النظام ذي الأساس 7 . أكتب 


الحل 
194 +يرم ب 3:72 = و مته ۾ يكتب 194 في النظام العشري . 
تمرين محلول2 ۾ عدد طبيعي يكتب 2517 في النظام العشري . أكتب ت في النظام ذي الأ 7 Ey:‏ 


2517 = 314:8 +5 - 3948" + 
2517 = 4x8 


النظام ذي الأساس 8 . 


تعرين محلو ۾ عدد طبيعي يكتب 3 في النظام ذي الأساس 8. | 
1 أكتب » في النظام ذي الأساس 2 بطريقتين. 
٠‏ بالمرور عبر النظام العشري . 
ه مباشرة . 
2) أكتب » في النظام ذي الأساس 4 مباشرة . 


. و مته 4 يكتب 419 في النظام العشري‎ 4 = 6×8 + 48 
419- 209x2+1=104x 2° +122 +1 
. 419=1x2" + 1427 +0x2° +1x2° +0x 2* +0x 2° + 0x2? +12 


۾ يكتب 110100011 في النظام ذي الأساس 2 


elbassaır:nei 


ama + 2x4 
411 2x4 1 Ox4 +3 


إذن © يكتب 12204 في النظام ذي الأساس 4 


+ تبيه قا | 
۷ عدد طبيعي يكتب ٩٩,...4۵۵,‏ = ۷ في النظام العشري م6 + ,© © په 6 ..- © ر_,© أعداد 
طبيعية أصغر تماما من 10 و ,4 عدد طبيعي غير معدوم أصغر تماما من 10 . 
القسمة على كل من الأعداد 10 ٠‏ 2 »5 49.3و 11 
٠ .4‏ باستعمال الترديدة [0]10 > 10ء أثبت أن [10]م4 > × . 
القسمة على 10 - 
أذكر التي تقبل القسمة على 10: 25810 ٠ 4328367 ٠‏ 8514( ناقش 


٠‏ استنتج شروط قابا 


الأعداد التال 
٠ه‏ من بين الأعداد التالية 


تبعا لقيم الرقم الطبيعي © ) - 


٠ . 2‏ باستعمال الترديدة [0]2 > 10ء أثبت أن [2] ,4 > × ٠‏ 
٠.3‏ 
٠.‏ 5 
ه من بين الأعداد الت التي تقبل القسمة على 5: 34915 ؛ 4417347 › 266480 
ست أن a,)|3|‏ + به + يه +...+ ريه + ,ه) > لل . 
8 ج ڈ 
» من بين الأعداد التالية أذكر التي تقبل القسمة على 3: 25881 › 728548 ٠‏ 264493. 


0 أثبت أن |9|( a, + a,‏ + يه +...+ =(a, +a,‏ ال . 
استنتج شروط قابلية القسمة على 9 . 
أذكر التي تقبل القسمة على 9: 25881 ٠‏ 275841 » 624599 » 
٠ 6 .‏ 547564 ( ناقش تيعا لقيم الرقم الطبيعي © ) ٠‏ 
٠ . 6‏ عين تبعا لقيم العدد الطبيعي م باقي قسمة ”10 على 4 . 
+a, [4‏ ,ه10 ع N‏ . 
٠‏ ما هي كتابة ,6 + ,104 قي النظام العشري ؟ 
٠‏ استنج شروط قابلية القسمة على 4 . 
من بين الأعداد التالية أذكر التي تقبل القسمة على 4: 38924 ٠‏ 74820 » 85930. 
بنفس الطريقة استلتج شروط قابلية القفسمة على 16 . 
٠.7‏ باستممال الترديدة [1]11- ۱0#: 


» من بين الأعداد التالية 


ثبت أن [11]يه ره 


N "(ا-) د‎ a, + "(ل-)‎ a, ı1... a, 
. 11 استنتج شروط قابلية القسمة على‎ 


» 287392358 ٠ 3658721 :11 من بين الأعداد التالية أذكر التي تقبل القسمة على‎ ٠ 
. 7345591 ۰ 1 


NS 51 
I 1 aT كا‎ e E 


المعرفة صحة اللصيقة ؛ يصب المقاح ۸ بالطريقة لتلية :[0]10= ۸+ ,5+ ,35 
حي د رج رحب رج جر + رجح رق ° ور + +O HC, FC‏ 0+ و0 <S,‏ 


2 إيجاد المفتاح 


2. أحسب مفتاح المرفق للترميز التالي : | 081]7 5 ]11ل[ 2 ¥[ 2 ]191[ 9 ]1ل[ 1 ]اق ]£ 
3. بين أن الترميزين التاليين لهما نفس المفتاح : 
١ ]5[ © BI‘ 16[ <١‏ القن © |5| + al‏ 
alo Ml: Bs 91 > BI:‏ 517 
4 عين ۾ ې کون رميز على للصيقةالتلية صحيحاء [1 sl Bl» Bl: BI: Blo BI: E‏ 
5. في اللصيقة الموالية استبدل رقمين بحرفين 4 و © ٠‏ 


o 1ه[‎ 


1. دراسة مثا 
نعتبر في المجموعة 2 المعادلة ذات المجهول ( 
« تأكد أن (7:4) حل للمعادلة . 
« أثبت أنه إذا كان )٠:«(‏ حلا للمعادلة (1) فإن [3]8 
٠‏ عين الأعداد الصحيحة د حيث : [3]8 522 . 
٠‏ أثبت أن كل حلول المعادلة (1) هي من الشكل (4 + 7:54 + 8۸) حيث ۸ عدد صحيح. 
2 دراسة الحالة العامة 
نعتبر في المجموعة 2:7 المعادلة ذات المجهول ((::) : © = رط + به .حيث 4 ٠ظ‏ ء و © أعداد طبيعية . 
«أثبت أن المعادلة تقبل حلول إذا وفقط إذا كان 0 و 0 أوليين فيما بينهما أو © يقبل القسمة على (::6) ٠0612‏ 
أله ذا كان (1:3) حلا للمعادلة فان || > 
أثبت أنه إذا كان )٠:(‏ حلا للمعادلة فلن [4] © by»‏ 
3 تطبيق 
٠ه‏ حل في المجموعة 7 المعادلة ذات المجهول (/(:) : 
© حل في المجموعة 2 المعادلة ذات المجهول (2::) 
© حل قي المجموعة Z7‏ المعادلة ذات المجهول (ز:8) 


f سے‎ 


SIOR NANG 


۰ 74+12 =5 


موضوع مخلول 


: - سه “بيك 

1 نضع : 8 مجموع أرقام العدد ۸ . 3 
أ عن حب يم العدد الطبيتي 6 بواقي اتصفة ١|.‏ © مجموع ركم 0 5 5 0 00 

0 5 أ-برر أن [9] ده . 

5 [7]9 د 2005 . ب - علما أن 10000> 2005 » برهن أن العدد 4 


أ برتر أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 [1]9 > "10. | يكتب في التعداد العشري على الأكثر ب 8020 رقا . 
ا E EO E‏ استنتج أن 72180> 8 . 

أرقامه . برهن العلاقة التالية :[9] 5- ۸. | ج-برهن أن 45> © . 
a‏ د - بدراسة قائمة الأعداد الطبيعية الأصغر من 45 ٠‏ 


5 قابلا للقسمة على 9 . عين عنصرا حادا للعدد ‏ أصغر من 15 . 
ترض أن **:2005- ۸ ۰ ی ےا ی 
تعاليق 
أ- [9] 7= 4]9[7= :1]91:7- 7 ومنه من أجل كل عدد طبيعي / ٠‏ لاحظ في الموافقة الثانية 
[1]9ء "7 وعليه [7]9 د ""7؛ [9] وح 732 . 9×5+4= 49 واستعمل في 
ب - [9] 7= 2005 ومنه [9] “7= 2 . "= 7 إذن--اللرابعة خاصية آلا 1م 212 
[9] 7= "7 ومنه [7]9 = "5 الجداء في الموافقات المتبقية . 


أ [10=1]9 ومئه من أجل كل 


۸ [9] "21 "10 أي [1]9= ۰۱0 في هذا السؤال نبرمن على ا13 
5 


با« لضع پ41 ,= ٩‏ ومنه 4+ ,6 +...+ .۵+ ,1 ررد 0 
x10" +...+a, x10+«‏ رهج a, x10"‏ = . بم أنه من أجل كل 606 ٠"‏ ملريقة برهن علو 
[1]9= "10 فك [9] ,4+ 4+...+ ,4+ رمك ¥ أي [9] 5= N‏ . 


للقسمة على3 . 
١ ٠+‏ يقبل للقسمة على 9 معناه [0]9 = ۷ ومعناه [9] 5 = N‏ ويكافئ على 
[0]9= ؟ أي 5 يقبل للقسمة على 9 . 

2-ب- شع [9] 8ع م ؛ [9] =C‏ 8 و [و] مء © 
5 1 دزماءء طفإن [ماعده . 
+ 10> 2005 ومنه "10> 200535 إنن 100 > ۸ 


لدينا 19.0 - 10 إذن يكتب العدد “10 ب (1+ )) رقما ومنه كل عدد أصغر 


من “10 يكتب ب 6 رقما على الأكثر. يما أن “10> 4 فإن العدد ۸ يكتب 
ب 8020 رقما على الأكثر . كل رقم من إلعدد ۸ يكون أصغر من .أو يساوي 
9 إذن 9×8020> م أي 272180 م . 
ج. '80<10 


خاصية التعدي:إذا كان [] * 4 


إذن '10 > 8 ؛ كل رقم من العدد 4 يكون أصغر من أو 

459 © اي 45> © 

© في النظام العشري إذن + 4= ( لدينا 45 > © إئن مراعاة شروط حول الأرقام < 

0504 ولدينا أيضا 9> >0 , أساس النظام . 3 
0 أي 13> 054+1 ومعناء 13> 2 . 


ومنه 4+9 > طبىن> 5 
ج - لدينا [9] = ۸ معناء[9] ۸ = دا ولدينا [7]9ه ۸ يتن [7]9= د 1 Aa.‏ 


ويماأن 513 0 فان 7= م . رات 
a‏ 


يساوي 9 


ت 


در 


تمرين (بكالوري) 
في كل التمرين ٠‏ 4 يُعتبر عدد طبيعي غير معدوم . 
من أجل 6> >1 » أحسب بواقي القسمة الأقليدية للعدد "3 على 7 . 
برهن أنه من أجل كل عدد , ٠‏ ”3- "3 يقبل القسمة على 7 . 
نتج أن *""3 و "3 لهما نفس الباقي لقسمتهما على 7 . 
باستعمال النتائج السابقة > أحسب باقي القسمة الأقليدية للعدد 3 على 7 . 
في الحالة العامة » كيف يمكن حساب البواقي لقسمة العدد "3 على 7 من أجل 7 كيفي ؟ 
استنتج أنه من أجل كل عدد ۸ ٠‏ العددان "3 و 7 أوليان فيما بينهما . 
ليكن ”3+...+ *1+3+3- ,لامع ۸<2 . 
بين أنه إذا كان , /] يقبل القسمة على 7 فإن 1- "3 يقبل القسمة على 7. 
عكسيا » بين أنه إذا كان 1- "3 يقبل القسمة على 7 فإن , /] يقبل القسمة على 7. 
استنتج قيم 7 التي يكون من أجلها , لأ يقبل القسمة على 7. 


للحصول على البواقي المطلوبة ٠‏ جد الباقي الأول والثاني ثم حاول أن تستعمل 
الخواص على الأسس *3«»3- 33 , *(*3) -34 .. 

تجنب البرهان بالتراجع محاولا أن تحلل العبارة "3- 3"*6. 

و مما سبق استنتج أن البواقي تشكل متتالية دورية . ثم جد باقي قسمة 1000 على 
دور هذه المتثالية . 

فكر في القاسم المشترك الوحيد هو 1 . 
1 استعمل مجموع حدود متتايعة لمتتالية هندسية . 

تحفق من أن : 1:74 *3 معناه 74 - , //2.ثم بين أن » عدد زوجي باعتبان 
| أن ./ عدد طبيعي (يمكن استعمال بسهولة مبرهنة غرص الموجودة في المحور الثالث. 


و- [13=2]5- . ھ- [7]10- 
عين خمسة أعداد صحيحة × » تحقق [4] ×= 37. 


إن کشم تناما عن 4 


ما هو العدد الطبيعي × 
مداد الطبيعية ‏ الأصغر من 30حيث : 


. n =4[7[ 


۸ عدد صحيح يحقق [140]12= ۰۸ 


قسمة العدد # على 12 . 


صحيح › باقي قسمته على 7 هو 2 . 


القسمة على 7 لكل من “أعداد الصحيحة 


E TIST 


عدد طبيعي أكبر من أو يساوي 


قي كل حالة » عين قيم العدد 71 التي تحقق الموافقة 


ofr].‏ 46 ؛ 
بء [ ]1= 10 : 


ج- [م]5 27 


man 


بيعيان غير معدومين . 


am =bm [¬] يكاقئ‎ a =b ] 


عدد طبيعي . ۸ ۰ 8 » ۰€ ۾ » او ع 

برهن أنه إذا كانت الفوارق ۸-4 . 0- 8 و ٥-٤‏ 
تقبل الفسمة على ١‏ فإن الفرق ( له - ۸8€) يقبل 
كذلك القسمة على م 

٢ | 1‏ و" عددان طبيمیان غير معدومين حيث + 


» =0] 


© و ۵ عددان صحيحان . 


أثبت أنه إذا كان [م] > ه فإن [”]ط=ه. 
[[آنضع : [30757]10-ه ؛ [15163]10= م 
و[12924]10= e‏ . 
1) بسط الموافقات المعطاة . 
2) استنتج العدد المحصور بين 0 و9 ٠‏ والتي تكون 
الأعداد المقترحة أدناه توافقه بالترديد 10 . 
أ s+ a+b+c‏ ب-8+6 722 
د- abe‏ ؛ 
a +b? +e? -‏ . 


a+b -c ج‎ 


ه- ab +ac +be‏ + 
كم كانت تشير الساعة حيث : 
أ بعد 112 الساعة أشارت الثالثة ؟ 
ب - قبل 153 الساعة أشارت الثالثة ؟ 
(مع ذكر صباحا أم مساء) 
المضلع المنتظم ۸8٤2٤‏ ؛ محيط بالدائرة © . 
نقطة متحركة على الدائرة ٠‏ نقطة انطلاقها هي ۸ . 


نفرض الاتجاه المباشر هو اتجاه السهم . 
جد نقطة الوصول للنقطة 11 في كل من الحالتين التاليتين 
أ النقطة 1 تقطع 15123 قوسا متتابعة في الاتجاه 


المباشر . 
ب النقطة 11 تقطع 15132 قوسا متتابعة في الاتجاه 
غير المباشر . 


عين باقي قسمة العدد ”12 على 5 ٠‏ 
عين بواقي القسمة الأقليدية على 5 لكل من الأعداد : 
37° ع 579 ع 1429 ؛ ©1954 . 
.]| جد بواقي القسمة الأقليدية على 9 للأعداد : 
154° › 3457207 و ”315 . 
7[ برهن أن : 
١‏ 4 3 2+ 1 يقبل القسمة على 5 . 
اب "لتو الوب 7 + 3 + 2 + 1 يقل 


لعن 7 


ةد عع خصو قدو معو زج مكر) 
تع 7+ يقبل القسمة على 9 . 
أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 » يكون العدد 


1 
برّر أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 7 * 
يكون : [0]9= “254 ؛ [2] 3 4 
[0]5= *1785 ؛ [20]11 "51502 ٠‏ 
باقي القسمة الأقليدية للعدد 3286 


1) عين 
على 10 
2) عين باقي القسمة الأقليدية للعدد “76 على 12. 
٠‏ يكون 


1) أثيت أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 


برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ يكون : 
1( ]0]5= 2+ 


ن 
ان عددا طبيعيا فرديا فإن : 
[قلك فى 


1]79) برهن أنه إذا كان 


۸ عددا طبيعيا فرديا 
n" m[16]‏ 
2) برهن أنه إذا كان العدد الملبيعي ١‏ ليس مضاعفا 
للعدد 5 فإن باقي قسمة *« على 5 هر | . 


7 أ × عدد صحيح IE‏ التالي : 


1 


نه ر 320*1 ب “2 + ”1 قابلا للقسمة على 4. 


ب - استنتج مجموعة قيم العدد لج ب ري 
[3]5 2 2. 
77إعين قيم الأعداد الطبيعية :7 ٠‏ التي يكون من أجلها 
٠‏ العدد 2= + قابلا للقسمة على 7 
من أجل كل عدد طبيعي ٠ ١‏ نضع ,7 باقي القسمة 
الأقليدية للعدد "2 على 9. 
1) أتمم الجدول التالي:| 6 | 5 | 4 | 3 | 2 | 1 | 0 


2) استنتج ,7 من أجل كل عدد طبيعي ‏ . 
3) عين » حسب قيم العدد الطبيعي 7 ؛ باقي القسمة 
الأقليدية للعدد "65 على 9 . 
4) استنتج باقي قسمة '””65 على 9 . 

أ- جد باقي قسمة العدد “4 على 11 . 

ب - استنتج بواقي القسمة على 11 لكل من الأعداد : 
EE EL i‏ 


المعادلة ذات المجهول ( )٠,('‏ التالية : 
1= رك- 
حل في ,2 كل من الجملتين التاليتين : 
[35= ا 


4x =1[3] 1(6] 


eibassaır:net 


2 - التعداد - جسم 
أنشر الأعداد الطبيعية التالية المكتوبة في النظام ذي 
الأساس العشري 

4-4؛ 5723- ظط ؛ 503019 م. 

[!1]] أنشر الأعداد الطبيعية التالية المكتوبة في النظام ذي 
الأساس 6 . 

. c =2 sb ل‎ 1 a=284 

[[| أكتب في النظام ذي الأساس 7 كل من الأعداد 
الطبيعية التالية : 


t+ a=7 +277 + 75د ة‎ 


7 + 72يهر5- 5 ؟ 


- 6473+ 27+ 


([1!77 م عد طبيعي حيث 5< ٠‏ 
2 + 465 = ,۷ اكتب العدد ,۷ في 


تضع : 3+ 4+ 


r; 


لأعداك المقترحة مكتوبة في النظام العشري » أعد 


أكتب في النظام الثناني المددين 10 و 100 المكتويين 


في النظام العشر 


و - في أي أساس آ3 ؟ 
- أكتب المساواة السابقة في النظام الثنائي 
[0 يكتب العدد « في النظام المشري 72881 


تعداد يكون 17135 


أكتب العدد : في النظام ذي الأساس 12 ثم في النظام 


ذي اى 7 
ل أكتب في النظام العشري العدد 3752 المكتوب في 
النظام ذي الأساس 8 . 


[ أكتب في النظام ذي الأساس 12 العدد 6175 
المكتوب في النظام ذي الأساس9 . 

[ أكتب في النظام ذي الأساس 7 العددين 234 

و 1040 المكتوبين في النظام ذي الأساس 5 . 

[7] » عدد طبيعي حيث 4<1 . 

أكتب الأعداد ۾ 42٠‏ و4 في النظام ذي الأساس © . 
في النظام العشري . ۸ عدد طبيعي أكبر من 3 و 5 
هو مجموع أرقامه . 
أثبت أن 4, يقبل القسمة على 3 إذا وفقط إذا كان 
5 يقبل القسمة على 3. 
× و ر( عددان طبيعيان يكتبان في النظام العشري 
ينفس الأرقام ولكن في ترتيبين متعاكسين . 

أن الفرق «- :د مضاعف للعدد 9 . 

اد تكتب في النظام أساسها 4 . 


في هذا التمرين ال 


1) أملئ الجدول التال 


ام اك 


مثلا 1+2-3 › 2+3=1×4+1=11 . 


2) أنجز العملية التالية 3223+132 . 
)١ [‏ أنجز جدول الضرب في النظام ذي الأساس 4 ٠‏ 
2) أنجز العملية الثالية 3223123 . 
7 جز ٠‏ في النظام ذي الأساس 5 » العمليات التالية ٠‏ 
3421 431 213 
و I‏ 
[© أنجز ٠‏ في النظام ذي الأساس 12 العمليات التالية . 
„00a 39/1‏ 27 
x41 7 + 23‏ 1 


230 


إتعرن تتت 
EEE 0‏ 


حصب قيم العدد الطبيعي 8 ٠‏ باقي قسمة ”2 


على 10. 
ب - عين حصب قيم اء رقم آحاد العدد 25. 


| 
88 


5340 


2) 


 )20 +)‏ يقيل القسمة على 6 


٠‏ بواقي القسمة 


الأتليدية للعدد ۸ ما 


ب - استتتج قيم العدد الطبيم 


بي ٣‏ ۽ الٿي يكون من 


OE aS 


عين باقي قسمة العدد 8 على 7 . 
[777] عين جميع الأعداد الصحيحة ١‏ التي يكون من أجلها 
(20-2+2) يقيل القسمة على 7 . 
(57] أ عيّن تبعا لقيم العدد الطبيعي ‏ » باقي القسمة 
الأقليدية للعدد ”4 على 7 . 

نج » حسب قيم 7 ء باقي القسمة الأقليدية 
للعدد 2+ "851+ ”851+ "851 على 7 
[[] أ - أدرس حسب قيم العدد الطبيعي ‏ » بواقي 
القسمة الأقليدية للعدد "7 على 9 . 
ب _ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ” ء ايكون العدد 
1- 3+ "7 قابلا للقسمة على 9 . 
[577] حل في مجموعة الأعداد 
[27]8 ع3 . 


777 برهن أنه لا يوجد أي عدد صحيح × يحقق : 
[16]3د 8x‏ 
-١ 77[‏ أدرس حسب قيم العدد الطبيعي ‏ » بواقي 
القسمة الأقليدية على 7 للعددين "2 و "3 
اب - حل في مجموعة العداد الطبيعية 18 ؛ المعادلة ذات 


2 +3* 


المجهول × التالية : [0]7 2 
[يم عين قيم العدد الطبيعي :د التي من أجلها يكون 
[0]11= 6+ '3- 5 . 

[ع أ - عين حسب قيم العدد الطبيعي :د ء القيم التي 
توافق × بترديد 5 . 

أن المعادلة 


7 × و ر عددان طبيعيان . نعتبر في مجموعة 
الأعداد الطبيعية المعادلة 3= ر2+*×7 . 
أ أتمم الجدول التالي : 
0 6] 2|345 
171 
71[ 
بپ سنا ا | 


| تعتبر في مجموعة الأعداد الطبيعية 16+ المعادلة ذات 
المجهولين: عداو ابر التالية + + ل 
1) تاش حسب قيم × » بواقي قسمة *3 على 8 
2) ناقش حسب قيم ر » بواقي قسمة ”بر على 8 . 
3) برهن أنه إذا كان × فرديا فإن المعادلة المعطاة لا تقبل 


4) تفترض أن ,2 = × ؛ حلل العبارة 
8< 3 

ثنائية ( ر, ») التي تحقق المعادلة المعطاة ٠‏ 
ليكن م عندا طبيعيا أوليا وأكبر من أو يساوي 7 . 


.n=p-1 


هن أن م يوافق 1- أو 1 بترديد 3 

الد 7 يقبل القسمة على 3 . 

2) أثبت أنه يوجد عدد طبيعي ۸ حيث يكون : 
(k +1)‏ 44 -)2-1 


أن العدد 7 يقبل القسمة على 16 - 
البواقي الممكنة لقسمة العدد م على 5 » 
أن 5 هو قاسم للعدد 1 


1) أ- برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ يكون : 
[!ال]مع م1000 . 


اب يدون استعمال الحاسبة » استنتج أن الأعداد المقترحة 
قبل القسمة على 111 


11 ؛ 100010001 + 001 000 010 100„ 


) أثبت أن العدد 1 1 001 001 1 يقبل القسمة على 
I1‏ 


1) في القسمة الأقليدية ل : 4 على 8 الباقي هو 2 ؛ 


4 الباقي هو , . 


ب - ما هي القيم المكنة ل م ؟ 


© على 8 الباقي هو 2 ؛ © على 13 الباقي هو 3 4 
و ۾ على 104 الباقي هو , . 

استنتج من 1) و2) قيمة م . 

ESI] 

)١‏ عين باقي القسمة الأقليدية للعدد "5 على 11 من أجل 
كل واحدة من القيم 1 ٠ 3 2٠‏ 4 و5 للعدد الطبيعي . 
2) استنتج بواقي القسمة الأقليدية للعدد ”5 على 11 من 


أجل كل عدد طبيعي 32 
3) بين أن العدد ( **51- *"”5) يقبل القسمة على 11 . 


1) عين باقي القسمة الأقليدية للعدد "3 على 7 من أجل 
كل واحدة من القيم 1 .2 ,3 , 4 ,5 و6 للعدد 
الطبيعي 7 . 
2) استنتج بواقي القسمة الأقليدية للعدد "3 على 7 من 
أجل كل عدد طبيعي ۸ . 
3) عين باقي القسمة الأقليدية على 7 للعدد 
(و+ 10+ *3): 

إبكانوريا| 
1) عيّن باقي القسمة الأقليدية للعدد ”2 على 5 من أجل 
كل واحدة من القيم 1 ,2 ,3 و 4 للعدد الطبيعي م . 
استنتج من ذلك بواقي القسمة الأقليدية على 5 للعدد "2 ثم 
للعدد ”3 من أجل كل عدد طبيعي ‏ . 
2) جد باقي القسمة على 5 للعدد “2 ثم للعدد "31 
3) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ ٠‏ العدد 
(2-***23) يقبل القسمة على 5. 
34 

۸ عدد طبيعي . 
)١‏ أدرس تبعا لقيم العدد # بواقي قسمة العدد "5 على 7. 
2) عين باقي القسمة الأقليدية للعدد "6 على 7 ٠‏ 
3) عين قيم الطبيعي ۸ التي يكون من أجلها العدد 
(3+ "6+ 5) قابلا للقسمة على 7 . 


)١‏ أدرس تبعا لقيم العدد الطبيعي ١‏ بواقي القسمة الأقليدية. 
علو 


2) أدرس تبعا لقيم العدد الطبيعي ۸ بواقي القسمة الأظيدية 
ی 7 
3) عين قيم ‏ التي من أجلها يكون باقي قسمة "2 على 
كل من 5 و7 هو 4 

عبن قيم العدد الطبيعي ‏ التي يكون من أجلها 
(۸-1) مضاعف للعند 3 و [ "۸-1(2)+1] يقبل 


4 + “26) يقبل القسمة على 7 . 
د الطبيعي :7 التي يكون من أجلها العدد 
6) يقبل القسمة على 7 . 


الأقليدية للعدد (1 "15)16 طى 7 . 


أدرس حسب قيم العدد الملبيعي ‏ بواقي القسمة 
الأقليدية للعدد "3 على 10 . 


ا 77 


ب _ استتع باقي القسمة الأقيدية على 10 العند 
زع ««ويروم) . 
2) أ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 يكون : 
[1o]‏ و رركو ار ارو 


1) أدرس حسب قيم العدد الطبيعي 7 بواقي القسمة 
الأقليدية لكل من العددين "3 و "4 على 7 . 
2) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ١‏ يكون العدد 
( “1424+ **”2:2006) قابلا للقسمة على 7 . 
3) من أجل كل عدد طبيعي 7 نضع : 

"34ج "23 درن 
_ أحسب بدلالة « المجموع ,5 حيث : 

ولام رماع ولاك Sy‏ 
ما هي قِيّم الأعداد الطبيعية ١‏ التي يكون من أجلها ,5 
قابلا للقسمة على 7 ؟ 
EAM‏ 
1) أدرس حسب قيم العدد الطبيعي 8 بواقي القسمة 
الأقليدية للعدد ”7 على 10 . 
استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ , 
(“*7+ 74**2 ب “74 + “7) يقبل القسمة على 10 . 
2) من أجل كل عدد طبيعي  /‏ نضع : 

S, =1+7+7 +. "7ج‎ 

أنه من أجل كل عدد طبيعي ‏ :[10] ,5= ...۰5 
- أدرس حسب قيم العدد الطبيعي ١‏ , بواقي السمة 
الأقليدية للعدد ,5 على 10 . 


اي 02 ا 
:د و ر عددان طبيعيان غير معدومين 

أوجد الأعداد التي تكتب ر في النظام العشري » و ل 
في النظام ذي الأساس 7 . 

إإإ عبن العدد الطبيعي ١‏ الذي يكب 02 = ١‏ في 
النظام ذي الأساس 7 و »رج = , في النظام ذي 
الأستسن 1111 


SOB‏ ع> مكه>1. 

عبن ي » ط وء والجداء 686 علما أنّ قي النظام ذي 

الأساس ۾ يكون 46= + ط و 555 - عط . 

[[ 1) بين أنه إذا كانت الثتائية ( بر, «) من الأعداد 

الطبيعية تحقق المعادلة 130 - :28 - ×45 قإن × 

يكون زوجي و لر يكون مضاعف للعدد 5 ٠‏ 

2) عين العدد الطبيعي ‏ الذي يكتب 23 في النظام 

الأساس 9 ويكتب 5//86 قي النظام ذي الأساس 7 . 

ييا ۷ عند طبيعي يكتب 26د 
1 ١و‏ جر في النظام ذي الأساس 7 . 


× في النظام ذي الأساس 


في النظام العشري 


أساس 9 يكتب عدد طبيعي ۸ كما 


برهن أن [0]7 


ن لدو 


3 تكافئ [0]7= × 


۷ عددين طبيعيين مكتوبين في النظام 


.N '=aya, شير‎ ١ N 
ن 7 يقبل القسمة على 7 إذا وفقط إذا كان‎ 
7 يقبل القسمة على‎ ۷ 

3( استعمل هذه الطريقة عدّة مرات لتبرير بدون حاسبة إن 
كار العددان 105154 و 263572 يقبلان القسمة على 7 . 
)١‏ لیکن ۸۷ و' عددین طبيعيين مكتوبين في 
العشري كما يلي : مفب ,0ي2 دإ 
N '= aa,‏ 

برهن أن ۷ يقبل القسمة على 13 إذا وفقط إذا كان 
,40+ ۷ يقبل القسمة على 13 . 

2) استعمل هذه الطريقة عذة مرات لتبرير يدون حاسبة 


إن كان العددان 1631216 و 48662029 يقبلان القسمة 
على 13: 
لاا ١‏ عدد طبيعي يكتب في النظام العشري على 
- بين أن العدد ۷ يكون قابلا للقسمة على 11 إذا وفقط 
إذا كان ,4 "(1-)+...- يه+ ه- ره مضاعفا ل 11. 
هل الأعداد المقترحة أدناه تقبل القسمة على 11 ؟ 

| 722792973 ؛ 

ب - 43141408431 ؛ 

ج- 531745586910 . 
5 > عد طبيعي حيث 1<ه . 
1) أنشر الجداء التالي : (6+1- (a +a+1)(a?‏ 3 
2) استنتج أنه في كل نظام التعداد يكون العدد 10101 يقبل 
القسمة على 111 » ثم عيّن حاصل هذه القسمة . 
(نمثل 1-ه بالرقم #/) 
[1177] 1) > عدد طبيعي حيث 1< . في النظام التعداد 
ذي الأساس 4 » بين أن العدد 1001 يقبل القسمة على 11 
2) نمثل 4-1 بالرقم / » عين حاصل قسمة 1001 على 
5-1 
3) تحقق من ذلك في النظام ذي الأساس 10 ثم في النظام 
ذي الأساس 12. 
7 1) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 3< ۾» 
العدد 1331 المكتوب في النظام ذي الأساس 4 هو 
2) عين الأساس النظام الذي يكون مكتوب فيه المد 
1 ويكون القوة الرابعة لعدد طبيعي ٠‏ 
5 ہ عد طبيعي حيث 1< . نضع 1+" ». 
1) أكتب في النظام ذي الأساس ى الأعداد التالية : 
ny (n? +2) nî +2n + n? +2‏ . 
- تحقق من ذلك من أجل الأساس 5 = ى ومن أجل 10= ». 
2) أكتب » في النظام ذي الأساس ى الأعداد التالية : 


=n) +2(‏ بن )2+ )°= بجر = عر 


2 
ولع بر 


[[[] لیکن ” عدد طبيعي حيث 2< ۸ ٠‏ نريد دراسة 
) لیکن ۷ عددا طبيعيا فرديا ولیس أوليا ٠‏ وجزد ثلاثة أعدلا اي ٠‏ 0 
وا ب و 0 الفاكية تيمس 
جزء / - دراسة حالتين خاصة ٠‏ 
» و ظ ليسا من شفعية واحدة (إذا كان 1) في هذا السؤال نفترض أن 2= م . 
2 0 برهن كن 1 3 وو تي 1 
۷ يكتب على شكل جداء عددين طبيعيين 2) في هذا السؤال نفترض أن 3= ۸ . 
أ ليكن 7# عدد طبيعي . أنقل وأتمم الجدول أدناه بالباقي 
) ما هي شفعية لكل من م و 4 ٣ ٠‏ للقسمة الأقليدية للعدد 7# على 8 والباقي ‏ للقسمة 


نفترض أن 


//) نقيل أن العدد 250507 ليس أوليا . الأقليدية للعدد 712 على 8 . 
الثنائيات من الأعداد الطبيعية r012 345 6[7[  )8,5(‏ 
€ (8) : *2-250507-86م كم | ا 5 
ا ب هل يمكن إيجاد ثلاثة أعداد طبيعية × » بر و ج 


ر+*×؟ 


لعدد × بترديد 9 ؛ ثم 
الجزء  //‏ دراسة الحالة العامة مع 3< ۸. 


ب علما أن = 250507 - ”۾ » عيّن البواقي الممكنة نفترض أنه توجد ثلاثة أعداد طبيعية × » لر و 2 حيث 


-)2:- 


1) برر أن الأعداد × » ر و كلها فردية أو من بينها 


ي بترديد 9 ؛ ثم استنتج البواقي 


الممكنة للعدد*6 بترديد 9 . 


ج - برهن أن الباقيان الممكنان للعدد © بترديد 9 ٠‏ هما 1 عددين زوجيين فقط 
و8 1 
: 2) نفترض أن د و ( زوجيان و ج فردي ٠‏ 


2) أ - برهن أنه إذا كانت ةَ (64.0) تحقق العلاقة 


+ 


أ برهن أن [1]4= ”2 
(£) فإن 501<م. استنتج أن هناك تناقض 

ب استنتج أن . 
ب - برهن أنه لا توجد أي ثنائية من الشكل (501.8) 


تحقق العلاقة (£) 


3) نفترض أن تداء ار و ج كلها فردية ٠‏ 
أ- بر أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم # يكون 
3) تفترض أن الثنائية (,) تحقق العلاقة (£) . 


k" +k =0[2]‏ . 
برهن أن [503]9* 4 أر [505]9= ۾ . ب - استنتج أن [3]8= 27+ بريه ”× . 
ب - عون أصغر عدد طبيعي ۸ حيث تكون الث ج - استخلص . 
(6, غ+35+9 5) تحقق العلاقة  )£(‏ ثم أعط الثنائية [11] عبن رقم أحاد للجزء الصحيح للعدد الحقيقي 
التي تحقق (£) . ”10 7 ابعر 8 
117) 1) استنتج مما سبق » تحليلا إلى جداء عاملين العدد 1007 4 
0007 ذات الحد الأول 1 والأساس 7×10-) 
2) هل العاملين أوليين فيما بينهما ؟ 


e gg س‎ 


اختيار من متعددا 


من بين الاقتراحات المعطاة عيّن الاقتراح الصحيح . 
-.p(5)=1[11] - (1‏ 

۰p )60(=2]11[ ب-‎ 

ج [11] "2 د (ل+ 20)م ۰ 

2) نضع 5+(1) م3+(3) م N‏ ۰ 


۷ في النظام ذي الأساس 9 . 
١ -5‏ في النظام ذي الأساس 3 . 
.p(2n)=0[p(n)+1‏ 
ب- الجزم)م ]د زم2)م. 


- [1-زما)م ]0ع زم2)م مع معم . 


۸ و0 عددان طبيعيان 


كان [ ]20 طه فإن : 


0م]0دعه ر =0[nm]‏ ف 
ج- a=0[nm]‏ أر .b =0[nm]‏ 


. ab =0[m] ab م0‎ 


+4 +16 (2 


.neN gb =2n+1 + a=2n 


هو حاصل قسمة © على ۸+1 . 


a 


n +152] ج‎ 


[![1[] في كل سوال يطلب تعيين الجواب الصحيح . 
1) يكتب العدد 2008 في النظام الثنائي على الشكل : 
.111101100 + ب - 11111011000 + 
+- 11110010110 

2) يكتب العدد 1962 في النظام الثماني على الشكل : 
آ-3562 ؛ 


ب- 2653 ۱ 


أ-782 ؛ ب- 724 ؛ 


[77] من أجل كل عدد طبيعي ۸ تضع "۸(=9) + 


من أجل كل ۸ +15١ ٤‏ هو باقي قسمة ۾ على . 


اج 3652 . 
3) يكتب العدد 1954 في النظام السادس عشر على الشكل: 
جه 207۸ . 


1) من أجل كل عدد طبيعي ٠7‏ 3 يقسم العدد1- "22 . 
2) إذا كان × عددا صحيحا حلا للمعادلة [0]6 2 × بو 
فك [0]6= × . 

3) إذا كان [17] ر = + فإن [17] رك ع . 

4) مجموعة حلول المعادلة 3 - ر5- 12۲ المعرفة في 
٠ 7‏ هي مجموعة الثنائيات ( ', *) من الشكل 
:9+24k)‏ 4+10( مع بع ع . 

5) ۷ و ۷ عددان طبيعيان كتابتهما في النظام العشري 
هي : 406 و 6 على الترتيب . 

إذا كان 1 يقبل القسمة على 27 فإن //- 1 يقبل 
القسمة على 27. 


]ده عدن صحيحان غير معدومين حيث : 
[6]مده 

الجمل المقترحة من بينها الصحيحة والخاطئ المطلوب 

تعيين الصحيحة مع التبرير وتعيين الخاطئة مع إعطاء مثال 

مضاد . 

أ - العددان 4 و م لهما نفس الشفعية . 

ب - 4 وا متوافقان بالترديد 3 . 

ج- إذا كان » و 8 زوجيين فإنهما متوافقان بالترديد ١12‏ 

د - العددان 24 و 20 متوافقان بالترديد 12 . 

[17] » عدد طبيعي . هل الجمل التلية صحيحة ؟ 

2 , [ك]0حه فان [1]5« *ه‎ )١ 

2 [25] 0ء ا [ئ] = م أ إكادع من 


الكفاءات المستهدفة 


# التعرتف على أولية عدد طبيعي. 
© استعمال تحليل عدد طبيعي إلى جداء عوامل أولية لتعيين مضاعفات عدد طبيعي 


5 ن تحليل عدد طبيعي إلى جداء عوامل أولية لتعيين المضاعف المشترك 
والقاسم المشترك الأكبر . 

استعمال العلاقة بين المضاعف المشترك الأصغر والقاسم المشترك الأكبر. 
استعمال خواص المضاعف المشترك الأصغر. 


استعمال. مزِرهنة بيزو: 


استعمال مبرهنة غوص ونتائجها 


3 
٠ 
ê 
3 


هي أول ما ظهر من علوم الرياضيات 


هذه العلوم إلى واقع الل تمتلك 50110 
رب هذه العلوم إلى واقع الإنسان ٠‏ و تمتلك بعض الأعداد خصائص 


سحرية و غريبة جعلتها تجذب بال العلماء و الرياضيين و منها الأعداد الأولية 
ة خصائص فريدة من نوعها من كونها غير منتظمة 


الثاني عدم إمكانية التخمين بها ٠‏ و لكونها أصل جميع الأعداد حسب ألنظرية 


االطعلاءاله5هواع,. 


لآساسية في الحساب . 


لد 7< يتكرر هذا الاسم كثيرا في عالم الأعداد الأولية » و هي الأعداد من الشكل: 1 - ”2 , ولمل الذي جذب الأنظال 
إلى هله الأحداد هر سهولة التحقق من أوليتها في الحواسيب الثائية ٠‏ لذلك أكبر الأعداد الأولية المعروقة حاليا من هذه الصورة من الأعداك . 


لله كان هد من الرياضيين السايقين يعتقدون أن العدد من الصورة 1 - "2 يكون أوليا كلما كان / عندا أوليا و لكن في 1536 
نت یموس ( اه ) أن اعدد : 2.89 > 2047 = ليس أوليا حيث أنه حاصل ضرب 23 × 80 ٠‏ و في عام 1603 تحقق 
کی (إقاة1©) إن مدان 1> 2 ر 2-1 رین :و تتم كلاقدي و بشكل حال أن ون 27-1 يكون لوليا لكل 71 
١ 1 7‏ هيت أنيت رمات في 1645 أن كاتالدي كان خاطنا بالنسبة للمددين 23.37 = 8 و.أثبت ويار في 1738 أن ٠١‏ أ 
كلتقي كان ضا خاطنا بالنسية للعدد ۸ :و هي رقت لاحق أثيث أويلر أن كاتالدي كان مصيبا بالنسية للعدد /3 عد .| 
القرنسي ماري ميرسين (816800000 010:0) 1648-1588 ۰ حيث وضع فى مقدمة أحد كتبه أن العدد 1- "2 
,235.713171907 عم ٠و‏ أنه مركيا لكل الأعداد 257 > الصحيحة : و رغم أن 

اله ل ملتصقا بهذء الأعداد حيث سميت اسه 


كل يوم للالتحاق بعمله وهو محترم لقانون السياقة . في الطريق المؤدي إلى مكان عمله 


لألوان ينظمان السير غير متزامنين بانتظام ٠‏ المسافة بينهما «8757. بعد دراسة معمقة لاشتغال 


هذه الأضواء تبين له أن الضوء الأول يبقى أخضر مدة 505 و يبقى أحمر مدة 405. الضوء الثاني يبقى أخضر 


مدة 40 و يبقى أحمر 55 .الضوءان ينتقلان للأخضر في آن واحد في منتصف الليل (نأخذ المبدأ منتصف الليل). 


للسيارة بين الضوءين تقدر ب //45471 . الضوء الأصفر يعتبر أحمر . 


5 عدد 90 الأصغر من 86400 


9 عدد 95 الأصغر من 86400 


o‏ (للجم)كفك ووم 


») أثيث أن » و« يحققا 


المعادلة 5 190 - 184 
4) ثبت أن (4-5  19)۷‏ رك )18 


©) استنتج ٠‏ و۷ اث 


استتتج ١‏ ( يمكن الاستعانة يتحليل 18 و 19 إلى جداء عوامل أولية ). 
/) ما هي ساعة المرور التي يمكن افتراحها على السائق ؟ ( بين الساعة 7 و الساعة 7 و النصف ) 


a a (O) 


ترقيم كل حرف من الحروف الأبجدية بعدد رء ثم تعويض هذا العدد :د المرفق بحرفه 
= بر حيث © وط عددان طبيعيان و 27 > «ر > 0 


التشفير التآلفي يعتمد على 


بالعند نر حيث [28]ط + جه 


1. مثال: نأخذ 3=ه و 5-7 
الحرف EEE‏ 
TIENEN‏ 5|4 3 
7 مد اهد] 6 | 9 |22 | 25 
14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 
4 | 277 | 2 | 5 8 | 11 


ة ' خمسة جويلية عيد الاستقلال 


× و" عددين طبيعيين حيث 27 > × > 0 و 27 > !× > 0 و كان: [1+7]28 ×3= ۳7 :3 
م 


٠ 0>‏ أذكر حرفين لهما نفس التشفير . 


42+58 در و 27 


bassallk. Hel 


ان و 27 > >0 و 0>>27. 


ن 4 أوليا مع 28 فإن حرفين مختلفين من الحروف الأبجدية يشقران بحرفين مختلفين . 


بن طبيعيين حيث 27 > × > 0 و 27 > '× > 0 و كان [28]ط + جه = ظط + جه 


؛ غير أولي مع 28 و نضع 4 -(0:28) 5060672 . 


حيث 28 = 4 ). وليكن 4 الحرف الذي رتبته # . أثبت أن الحرفين | و » لهما نفس التشفير. 
13٠١ 7]28[‏ #ر و 27 > ر >0 ء ثريد معرفة الحرف الذي تشفيره 
ثبت أن الحرف الذي رتبته :. المناسب ل 0 يحقق المعادلة 18 = 134 - 284 . مع 27 > ×> 0 و حيث £ 


عدد طبيعي. 


2) حل المعادلة 2846-13-18 ٠‏ عين الحرف الذي تشفيره الحرف © . 


© 7 mee 


ل الأعداد الأولية . 
1. تعريف . ا - - 
بيت ا راس عه عزن سدق اوسن EZE‏ 
ملاحظات و نتائج: ه 0 غير أولي لأنه يقبل ما لانهاية من القواسم ٠‏ 

ه 1 غير أولي لأنه يقبل قاسم واحد هو 2F‏ 

ه 2 هو العدد الأوّلي الزوجي الوحيد . 

. 25 هي الأعداد أولية الأصغر من‎ 2319171341175432 ٠ 


2. خواص 


خاس : كل عدد طبيعي ١‏ أكبر تماما من1 (2 < 7) يقل على الاه قاسما أوليا ‏ 1 0 ١‏ 


ليكن ” عددا طبيعيا أكبر تماما من1 ٠‏ 


يا فإن 7 يقسم « والخاصية محققة . 
۾ إذا كان :, غير أولي فإن ١‏ يقبل على الأقل قاسما يختلف عن 1 وعن 7 . ليكن م أصغر قاسم للعدد / 

يختلف عن 1 وعن //.نفرض م غير اولي و منه يوجد عدد طبيعي 4 يقسم م حيث م > 4 >1 . و بالتالي 4 
يقسم ۸# وهذا تناقض ( لأن م > 4 و_/ أصغر قاسم للعدد # ) و منه م عدد أولي والخاصية محققة . 

| قاصيةة كل عند طبيس نر عير أوني أبر ماما م1 LL TLCS‏ 
البرهان: ليكن ‏ عددا طبيعيا غير أولي أكبر تماما من1 ٠‏ 

وعن 7 ومنه ' 4×4 =" حيث '4 عدد طبيعي غير معدوم ٠‏ 

2 <'4 (لأن إذا كان 1 -'4 فإن « - 4 و هذا تناقض ) 

نفرض "2 >4 و مئه ل يدك > 4 أي ۸> 2 و بالتالي «/> 4 . 


من الخاصية 1: 4 يقبل على الأقل قاسما أوليا > وهو كذلك قاسم أولي للعدد # ٠‏ 


۸ يقبل قاسما 4 يختلف عن 


بما أن لدينا 4 > ۾ و «ل. > 4 نستنتج أن أ > © . 
| خاصِية1: مجموعة الأعداد الأولية غير منتهية . Oa:‏ 
البرهان: نستعمل البرهان بالخلف . 

نفرض أن مجموعة الأعداد الأولية منتهية . ليكن ر أكبر عدد من مجموعة الأعداد الأولية . 

نسمي ١‏ جداء كل الأعداد الأولية من 2 إلى م ٠‏ 

. N=2X3x5x7x..Xp 

ليكن ۸ العدد الطبيعي حيث أن :1+ ٨۷‏ = "۷ . باقي قسمة 8/١‏ على ٠5 3 ٠2‏ .لوم تي 
الباقي دوما 1 . إذن ۸٠‏ غير قابل للقسمة على 2 ٠‏ 3 ؛ 5 » ...أو ٠‏ 

إذا کان ۸ أوليا فان م <۸ و هذا تناقض . إذا كان '// غير أولي فإن '/8/ يقبل قاسما أوليا أكبر 
من م ( الخاصية 1 ) و هذا تناقضش 


إذن مجموعة الأعداد الأولية غير منتهية . 


«إذاكان ا غير طبيعي نقسم « على الأعداد الأزلية الأصعر من زلا على 
« إذا وجدنا أحد البواقي معدوما نتوقف و نقر أن غير أولي : 
# إ3اكانت كل البواقي غير معدومة نقرٌ أن 7 أؤلي : 


أصغر من 349 هي 2 17613611676543٠‏ . 
362 و5 ثم 349=7×49+6 و 349-1131+8 


26+11 9 و 9+ 20 ×17 = 349 
أن 349 لا ية على ۱3۰11۰7 و 17 و منه 349 عدد أول 

x 18,46 (2‏ 11 لي ن 341ل هي 2 17134114745436 . 
1 لا يقبل القسمة عل 8 - 341 و 341=11x31‏ 

3) 29 = 841 بما أن [841/. = 1 غير أولي 


تمرين محلول2: « عدد طبيعي أكبر تماما من 3 : 
ليكن العدد الطبيعي 27-8 مدي 
هل توجد قيم للعدد 7 يكون من أجلها ۾ عددا آوليا ؟ 
اطزيقة: لليرهان على أن عد < عير أولي ٠‏ يكفي کتارتة اغلن تملا 75577 


بأ اماس) 902524 


a= (n + 2)(r 
۸-4 < 2 5 ثم من جل كل عدد طبيعي / أكبر تماما من‎ 
. الأكبر تماما من 1 و مئه © غير اولي‎ )١-4( و‎ )”١2( ن‎ 


تيقى دراسة الحالتين 4 »,م و 5 > , 


«لذاكان 4م :فين 0 و منه ۾ غير أول 
«إذاكان 04-5 »فان 427 و منه م عدداأول 


إذن © عدد أولي إذا و فقط إذا كان 7 ى 


أولي ,م (2 < ,م)على الأقل و منه : 


0 غير أولي فإن +7 يقبل الصمة على عدد أولي رم (2 < م)على الأقل و منه : 
xX 1‏ يم n= PX‏ 
الى طبيعي ).. 
“ايم × ) عدد طبيعي ) و هو تحليل 7 إلى جداء عوامل أولية . 


البرهان: ‏ عدد طبيعي أكبر تماما من 1 تحليله إلى جداء عوامل أولية "بم ...× *إم × م = 
»ادا كان / قاسما للعدد « فإن '/></-, حيث'! عدد طبيعي. إذن كل قاسم أولي للعدد / هو قاسم أولي للعدد 7 
د بائتالي لا يوجد أي قاسم أولي للعدد / يختلف عن العوامل الأولية الموجودة في تحليل 1 » و كل عامل أولي في 
تحليل/ موجود في تحليل ‏ بأس إما مساو و إما أصغر من أسه في تحليل ٠7:‏ 
إذن قواسم العدد ١‏ هي الأعداد الطبيعية من الشكل "م ×...× 9م × م حيث : 

٠. 0> 1ك‎ Sd, 1...1 OSd', Sd, ‘OSd Sd 
| 1" × عكسيا ليكن / عددا طبيميا مكتوبا على الشكل "٠م ×...× "يم‎ ٠ 

يمكننا أن نكتب ( x pfi“ x.x pf “٠‏ احم ) | دوم 

(2f xe عد )سو جد عدو‎ pf x.x pf) = px يم‎ x.x ليم‎ o 


و منه 1 يقسم ۸" . 


4802 
1 العند 9604 يقبل 15 قاسم . 
343 

49 

2 


م دم یہ ی ی ی 


کک 
وو 
وو جنر 
3 جل ا 
1 جل 06# 
2 حل |0 
14 جل [ة0 
اچ د 2 


4 و 


196:343; 686:137 2401;4802:9604} 


كن بي مجموعة قواسم 9604 . لإيجاد المجموعة ,مير يمكن استعمال الشجرة الآتية . 


!. المضاعف المشترك الأصغر لعددين. 


م عدد طبيعي غير معدوم ۰ 


نرمز ب ,1 إلى مجموعة مضاعفات العدد © . 
مثال: مجموعة مضاعفات 6 هي [...:0:6:12:18:24] = ٠M,‏ 


ملاحظة: المضاعف الوحيد ل 0 هو 0 . 


1. تعريف 


١تعريف؛‏ » و اعندان طبيعيان غير معدومين . ,11 مجمو 


ا 
كم 
| يسمى أصغر عنصر غير معدوم من المجموعة ,01/11 ,۸4 المضاعف المشترك 

و نرمز له (5:ه) /5001 ۰ 


| ,0 ,1 هي مجموعة المضاعفات المشتركة للعددين © و 8 


PPCM (1;a)= وه‎ PPCM (a:a)= a 


معدومين هي مجموعة المضاعفات المضاعف المشترك الأصغرا 


.M, = {0:6;12;18;24:30:36:42;48 0 


.M, = {0;8;16;24:32:40:48; 


PPCM (6:8)= 24 بنن‎ M, IM, 


3 . خاصية للمضاعف المشترك الأصغر لعددين طبيعيين 

SESE 

| خاصية: » و ۵ عددان طبيعيان غير معدومين. ) عدد صحيح غير معدو 
PPCM (ka;kb) = | k | PPCM (a:b)‏ . 

البرها 


فان: 4و( عد 


ن صصحيحان غير معدومين. تضع (دا:ه) 271/1 . و منه يوجد عندان صحيحان 


« دام حيث معدم =" و طع'م =" و منه ۾ × م) = «) و ط× م) =«( و بالثالي «7|/| مضاعف 
مشترك موجب تماما للعددين 4» و | و عنه: . )1(... )ظ4( PPCM (ka: kb) > || PCM‏ . 
لضع (۸0:۸) 0/0001 + 1 و منه يوجد عددين صحيحين 4 و ' حيث 4۸×4 


M =d'kxb و‎ M 
M M 
و‎ 


1 هو مضشاعف مشترك موجب تماما للعذذين © و 5 


و مله 0 يقسم -- و 7 يقم 


و بالتالي < PCM (a:b)‏ و منه :)2( -|(K|PPCM (a:b) > PPCM (ka:kh)...‏ 
1 
من (1) و (2) نستتت أن )4:0( للم || = (طانما) PPCM‏ . 


O مص‎ a سوم لطت‎ 
My = ]0:18:36:54:72:90:108:126:144:...[ و‎ Ms = {0;12;24;36:48:60;72 


٠ 1 NAM, = {0;36;72:108:144;180: )‏ أصغر عنصر غير معدوم من المجموعة .,//1) ,۸1 هو 36 


e 


إذن 36 =)12:18( PPCM‏ 
| تمرين محلول2: عبن العدد الطبيعي غير المعدوم © حيث 280 = )56:4( PPCM‏ . 


7 - 56 و 20547 -280 

بما ن 280 = (56:0) 761/1 فإن © يقسم 280 

لى جداء عوامل أولية من الشكل : "27 "5× “2 حيث 3 > ۾ >0 › |> >0 ؛ 1ك م>0. 
| ۾ لايقم 56 و إلا 56 =(56:4) 58014 . ومنه 1= ١‏ . 


a= «5x7 =5‏ 8 0- "257 ده 
35 اج a=2' x5x7' =0 a‏ 
a= 2257" =0 7 = 140‏ 
ر 0 = '7 ×5× 20 a=‏ 


تعرين محلولة  :‏ عدد طبيعي غير معدوم . 
! > و م عددان طبيعيان حيث أن : 
1 01-117 3= ى ("3- )1= . 


1 عين المضاعف المشترك الأصغر للعددين © و 5 . 
الحل: 
a=3 x11 x(1 -1)= 3*1“ 0‏ . 


. b=11" x3" x(3-1)=3" x11" ×2 

. PPCM (a:b)= PPCM (3 x11" x120:3" x11" x2) 
„. PPCM (a:b) = 3" x1 1" PPCM (120:2) 

. PPCM (120:2)=120 ود‎ 

. PPCM (a:b)= 3" x11" x120 إذن‎ 

. PPCM (a:b)= 2 x3" xSx11" أي‎ 


۾ و ط له تحليل على الشكل : 


مكرمع >0 و رفكرع>0. 


. d= pf xX »ديا خم‎ pf 


كن ۾ 4 > بم > 0 بنفس الطريقة يك > رم > 0 » ٠...‏ ,4> ,ع > 0, 
نتر من بين چ و ٠‏ ويك الأصغر من بين ,© و ,8 . 

يكون 4 هو القاسم المشترك الأكبر للعددين © و ط إذا كان 4= ,ع » ا 

PGCD(a:b)= pf" x إن “٣م م‎ 


ده ضاعف المشترك الأصغر باستعمال التحليل إلى جداء عوامل أ 
خاصية: المضاعف المشترك الأصغر لعددين طبيعيين © و 6 كلاه 
المشتركة وغير. المشتركة في تايل العندين > و3 بک يفك كل غ 

2 م الأعداد الأولية الموجودة في تحليل 4 


بيعيان كلاهما أكبر من 1- ,م ٤ر‏ 


لأكبر من بين ر و رط ٠‏ ...»ور« الأكبر من بين ,© و ,85 + 
يكون ”7 هو المضاعف المشترك الأصغر للعددين © و طا إذاكان ,سك )1ء وناع ولاء..د 


م > زطئه) PPCM‏ 


ك الأصغر و القاسم المشترك الأكبر لعددين طبيعيين 


العلاقة بين المضاعف ١‏ 


تحلل العددبز 5600 , 28840 إلى حداء عوامل أولية . 


5600 = 250/57 7 
. 28800 =7 7 6 
PGCD(5600:28800) = "د‎ x <" = 800 


PPCM (5600:28800) = 2 x3 x5 x7 - 201600 


تمرين مدلول2: باستعمال العلاقة بين القاسم المشترك الأكبر والمضاعف المشترك الأصغر | 
عين المضاعف المشترك الأصغر لهما. هه 


الحل 


زمية اقليدس نجد 30 = (4530:480) 00م 


. PPCM (4530:480)x PGCD(4530:480) = 4530 x 480 
4530x480 


PPCM (4530:480) ب‎ 
PGCD( 4530 180 


elbassair:net 


PPCM (450 480) 21 ° _ 72480‏ 
30 
ين محلول3: عين كل الثنائيات (:4) من الأعداد الطبيعية حلول الجملة : 

a xb = 18000 

PPCM (a:b) = 600 | 

الحل 

نمي 7 القاسم المشترك الأكبر للعددين © و 8 

لضع "4×0 = و 8-0686 ديت ي و 'ط عد 


» نم ان عه - (:0) PPCM )a;ط(x P670‏ .لذن 18000= 600:0 و مند 4-30 


dash! = 180 
dxaxh' - M0 


د تع أن 81-20 ×۵ وبلاني(1 ا و 20 )ار (4 سه وك =ا )ال (5 داه ۵ 
أو )520 sla‏ 'م) 

الحلول هي الثنائيات 

7 (طهاء.‎ =(600:30) ٠ (ab) (150:120) « (4:0) (120:150) ٠ (4:) = (30:600) 


ا اا 


ل مبرهئة بيرق ٠‏ 
| يكون عددان صحيحان ۾ و أوليين فيما. 


نفرض أن ۾ و ط عددان صحيحان أوليان قيما بيئهما أي 1= (7001()4:0 ومنه أحد العندين ۾ 


غير معدوم . ضع © غير معدوم . 
تكن / مجموعة الأعداد الصحيحة من الشكل '81+-41 حيث » و۷ عددان صحيحان . المجموعة £ غير خالية 
لأن ۾ عنصر متها ( بأخة 1= » و ١-0‏ ) كذالك »- عنصر من 8( بأخذ 1- = ٠‏ و 0=« ) .أحد العددين 
» أو »- موجب تماما .إذن المجموعة £ تحتوي على عدد موجب تماما على الأقل . ليكن « أصغر هذه الأعداد 


الموجبة تماما ؛ يوجد إذن عددان صحيحان ٠‏ و ر۷ حيث أن ,لاط + ماه =" . 


ية للعدد » على 77 تكتب ۲+ 4-70 حيث ۾ و ۲ عددان طبيعيان و > >0 . 


و منه : 9«-» = و بالتالي (,10و-)ط+ (41 -4)1 = و(81 + ,41)-4 -م و منه 7 عنصر من 


المجموعة ٤‏ ( بأخذ ,01 -1 > 1 و ر۷ ٠‏ ) بما أن 7# أصغر عنصر موجب تماما من 8 و ”>>0 


فإن 0-/ و منه 4-70 و بالتالي 7 يقم » . بنفس الطريقة نثبت أن 71 يقشم ط . 


إذن 7-1 لأن 4 و8 عددان صحيحا / 


ان قيما بينهما. وهذا يعني وجود ٠»‏ و ,۷ حيث 1ح ,81 + ااه . 


: نفرض ۷=1ط+ ٠ه‏ ( ۾ ٠‏ ظ ٠١ ١‏ أعداد صحيحة ) نضع (ط:6) 6662 =4 . 


4 يقسم 4 و طا ومنه 4 يقسم «طا+ ده و 


الي 4 يقسم 1 أي 4-1 »و منه © وط أوليان فيما بينهما . 


الثنائية (:) ليست وحيدة .مثلا من أجل 4-3 و2 -1<3-1<2-1.8 و 22-1 +13-, 
و 


إذا كان 4 القاسم المشترك الأكبر لعددين صحيحين © و 6 فإنه يَوَجد اعندان ستَحََكَانَ 7517 2 


ّ au+bv=d 
صحيحان غير معدومين و ليكن 4 قاسمهما المشترك الأكبر. نضع '4» ل = و "4 =ط‎ basa 
یحان أوليان فيما بينهما . و منه و مبرهنة بيزو يوجد عددان صحيحان / وا حيث‎ 
نحصل على: 4 = ۷ط ل + ٠ه 4 أي 4 = ۷ط + »4 وهو المطلوب.‎ ٠4 الطرفين في‎ 7 
7 + +نيسية1: إذا كان ۾ عددا أوليا فإن © أولي مع كل الأعداد التي الا يقشسمها‎ 


ليكن ‏ عددا أوليا و » عددا طبيعيا لا يقبل القسمة على م » نضع ل = (م :7601()8 . بما أن م أولي 


4 ٠و‏ منهم أولي مع 1 


عددا أوليا مع عددين صحيحين 1 و0 ٠‏ إذن حسب مبرهنة بيزو توجد أعداد صحيحة . 


»ا ءءء ان يق 1= ۲۷ و1 =۷ . نضرب طرفا بطرف تحصل على 
bevw'=1‏ 04 لاطة Fbe(vs) =1 gi auu't acu‏ زتحكيووا ءاويا كما مده )ة 
و منه و حسب مبرهنة بيزو 0 و0 أوليان فيما بينهما . 


.تمرين محلول1: ليكن 7 عددا طييعا ٠‏ 4 
kz‏ أثبت أن العددين 4-3 -4 و 1-4 =8 عددان أو 


٠ 54-48 تصب العند‎ 
5A-48 - 5(4n-3)-4(5n-4) 


16+ م20 20-15 - 48 - 5/1 م 
INR 5A-48B=1‏ 
ومنه وصب مبرهنة بيزو ۸ و 8 عددان أوليان فيما بينهما . 178 730[ 


تدريت مداو[ 2: عين عددين صحيحين ؛ و حيث أن 5= 55۷+ 1351 [ 


. 25=5×5 ٠ 55-2 252+5 > 


. 25-135-552 
55-)135-55* 22 


2(+ 555 


×5=135 .ومنه 2-= »و 0-25 . 


تمرين »داو 3 : ليكن « عددا صحيحا . 
1) أثبت أن 1+« و 3+ 2 أوليان فيما بينهما . ١‏ 
2) أثبت أن 1+« و 4 +30 أوليان فيما بينهما . 14 
|3)_استنتج أن 1+ و 12+-17+ 672 أوليان فيما بينهما . 4 


1) نلاحظ أن : 
١‏ >-(2]0+1-(20+3) إذن وحسب مبرهنة بيزو فإن العددين 3 + :27 و1 +7 أوليان فيما بيئهما . 
2) انلاحظ أن : 
١‏ >(3811-(30:4) إذن وحسب مبرهنة بيزو فإن العددين 4+ ,3 و ۸+1 أوليان فيما بينهما . 
3) _انلاحظ أن : 
+n F12‏ ”6 = )4+ رجز جوع) , 


بما أن 7+1 أولي مع كل من 3 +20 و 4+ 3 فإن 0+1 أولي مع جدائهما 12+ ۱77+ 6,17 
و هذا حسب الخاصية 3 . 


© ا - 1 


0 معدومين أولوين یما بيهم ٠‏ إذن حسب مبرهنة بيزو يوجد عددان 


ليحك ا0ا ولاآحث اع جيه . 


عدا صعدحا غر معدوم حبث 4 يقسم للجداء ©5. 


+ لاه في © » تحصل على ¢ = «إطاء هروع 


ء 0 و منه 4 يقسم الجداء 561 و يما أن ۾ يقسم الجداء 01 فإن ۾ يقسم 


[: 4 و 6 عندان طبيعيان غير معدومين و م عند أولي ٠‏ 
إذا كان الجداء اه » فإن م يقسم 4 أو م يقسم 8. 


اليا .حيث م يقسم الجداء /6. 


. فان ١‏ -(م :)60072 لأن م عدد أولي وقاسميه هما | و م . 


و هو أولي مع © و اخسبامبرهنةا غوص | فان م يقم 8 . 


1 ررم ار تعر‎ 1 DEEN 
إذاكان » مضاعقا للعددين طا وع وكان 0 وج أوليين فيما بينهما فإن » مضاء‎ 


طبيعية غير معدومة .حيث 6 مضاعف للعددين طا وء . 


د طبيعي 0 حيث دال = ۾ 


يوحد عند طبيعي '4 حيث أل = . 


ما أن© أولي مع / و حسب مبرهنة غوص فإن © يقسم 4 .إثن يوجد عند 


نعرض قي ۸ < ۾ نحصل على 01" 7 + 0 و مله » مضاعف للعدد 86 


مثالن لد 116916 مضاعف ل,3 لان (24 = £916 ۳1:6 1او ,24 مضا لے 3) 


- ل 4 لان ( 16 العدد المكون من الأحاد و العشرات يقبل القنمة على 4) 
3 و 4 أولبين فيما بينهما فان 116916 مشاعف ل 3:44 أي مضاعف ل12 


المدد 116916 
بما أن 


| تعرين محلول1: 1) عين في المجموعة 2 مجموعة حلول المعادلة 
2) تأكد أن الثنائية (4:2) حل للمعادلة ذات المجهول [ا::) 
3)_استنتج في 77 مجموعة حلول المعادلة ذات المجهول (:) 


. 9= 16 و مئه‎ 9-16 =0 )١ 


6 يسم 16 و 6 يقسم 9 بما أن 16 أولي مع 9 قإن 16 يعسم × 


انضع 16۸ =× حيث ۸ عدد صحيح 


يض في المساواة 16 = »9نحصل على ر16 =(9)16۸ و مته 96 - ل 


(164:94) حيث ۸ عدد صحيح . مارك فوص (1855 - 1777) 


2) 4 = 36-32 = 9»4-16×»2 و منه[4:2) حل للمعادلة 4 = ر16 - :9 
9 نحصل على 0 4# ر۱6-- 9 
و نعم أن 4 = 16×2 - 9:4 إذن 0 = (9>4-16×2) = :16 -94, و مته (2- )16 = (4 )9 . 


9)۲ بما أن 16 أوني مع 9 فإن 16 يقسم 4- × 


16 يقسم (2-()16 و 


١-4 = 16۸ نضع‎ 


2-/16 =(9)16 ومنه2 + الحم , 


الحلول هي من الشكل (2 + 4:94 + 164) حيث / عدد صحيح 


تمرين محلول2: ليكن , عددا طبيعيا . أثبت أن العدد (! + «1()13 + «5) = ۸ يقبل القسمة على 6. 
القسمة على 6 يكقي البرهان أن 4 


ريع للبرهان على أن العدد 4 


2 و 3 أوليان فيما بينهما. 


5) و [0|3 - 6 و منه |0|3+ ١(‏ +-مك)ر بالتالي [۸60|5. 
)و |03 = 27 و منه |0]3 = ١(‏ + »13) وبالتلي [0]3 45 ١.‏ 
|10 . إذن من أجل كل عند طبيعي « : [0]3 ۰۸8 


4 يقبل القسمة على 2 و على 3 و يما أن 2 و 3 أوليان فيما بينهما فإن 1 يقب القسمة علي 6 


إذن في الحالات الثلاث | 


۾ و ط عددان طبيعيان حيث 0< 8< © - 


E O O NR aS تاوماو‎ = PGCD (a,b) ik (رو)‎ (r ( نعتبر المتتاليتين‎ 


تكن لمتایتان (,») و (,) حیث : و ع هويا ۰ ط ۷+ ملاح طاو ط۷ وكات وو 
لتكن المتتاليتان (,») و[ 


1) عين الائيتين ‏ (ولارن#) د ( ”)+ 
2) أصب (۷.ر») بدلالة ,و ۰ 
3) أحسب ,ل و ۷ يدلالة اا رودي ٠‏ 
4) أعد العملية للحدين ,ا٠‏ وي٠ ٠‏ 


5) أعط تخمينا لعبارتي ,, ,لا و ,۷ بدلالة, > .1 ,1 ٩‏ ۷د۰۷ 


6) برهن أنه من أجل كل عند طبيعي ۸ › ,4,1 ¬ ,لات ہو د م7۹4 ١د‏ 


استعمال مجدول لتعيين معاملي بيزو ٠‏ 


في الخلية ,8 أحجز الوظيفة 0-7 
وقي الخلية ,© أحجز الوظيفة | 7 ۽ 


الحذد الخليئين ,8 و ,© معا ثم نسحب إلى الأسفل . 


| 
| 
ا 
ا 


(.4) لع م الموجود في العمود 8» 


وهو في الخلية سايقة للخلية التي تشمل العدد 0 . 

في الخلية ,۸ أحجز الوظيفة 0 

وفي الخلية ,6 أحجز الوطيفة 

بعد تحيد الخليتين ,۴ و ,6 نسحب إلى الأسفل ونحصل 
على معاملي بيزو الموجودين في تقس السطر للمدد 5 = ( (ل,.4) ٥ع‏ م . 


للتحقيق نضيف العمود // ٠‏ ونحجز في الخلية ,// الوظيفة 411100 


المبرهنة الصغبرة دضسيي) 


هنة المسماة باسم:« مبرغنة فيرما 677١0١‏ الصعغيرة * 


نيدت فو إثبات المير 
'إذا كان م عددا أوليا و ۾ عددا طبيعيا لا يقبل القسمة على م فإن م يقسم العدد (1--”4) * وتسمى 
هذه النتيجة « المبرهنة الصغيرة ل قيرما ٠» ۴۴۲۱۳٩۲‏ 

نجزء الأو 

1) تحقق أن : 7 يقسم 5-1 وأن 5 يقم 1-'8 وأن 5 يقم 1-'6 وأن 11 يقسم 9-1 . 

: 6 لا يقسم 1 - *11 و3 لا يقسم 1 - 6 و12 لا يقسم 1 -*3 . اشرح لماذا ؟ 

من أجل4 = م و5 = 4؟ في هذه الحالة الخاصية هل يقسم م العدد (1- ١””4)؟‏ 


2) تحقق من أن 


3) هل يمكن تطبيق هذه المبرهنة 


هة 


ماذا يمكن أن نستنتج ؟ 


ليكن 4-9 و5=م ونسمي 8 المجموعة : (4: 3: 2: 1)-/ 
1) من أجل كل عنصر » من £ نرمز بالرمز / إلى باقي القسمة الإقليدية للعدد 6 على م . 
] هي 8. 
[4»3:»2:15 = 27:36 ×9×18 وأن : [0]5 = )9*-1()4x3x2x1(‏ . 


/:[ ثم بين أن المجموعة‎ ۶ ٠ 


3) استنتج أن 5 يقسم العدد (1-'9) . 


ليكن 7 عددا أوليا و » عددا طبيعيا لا يقبل القسمة على «.نسمي £ المجموعة :[1-م 1{ 

1) نرمز بالرمز : إلى باقي القسمة الإقليدية للعدد 4 على « . برّر أنه من أجل كل عنصر ۸ من 2 ؛ 20 + 
ان ۾ م عنصرين من ٤‏ بحيث ٠‏ أثبت أن »('۸-«) يقبل القسمة على م و أن ') -6/. 

3) نمر ۸ مجموعة البواقي :/ عندما يتغيّر م في المجموعة © . بِيّن أن ۴ تشمل (1- م)عنصرا وأن ۴ =۴ . 
4) باعتبار الجداء ©(1 = ) »<... >< 30 20 ×4 و بملاحظة أن: (1-مر) »...3 >2 > 1ح xX...‏ 


elbassair.net 


برهن أن : إم|0 #((1 .(a""-1)(1x2x3x.x(p‏ 
5) استتتج أن م يقسم 1 ۾. 


الجزء الرابع 


بقن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۾ ومن أجل كل عدد اولي م فإن العدد (4 - 4) يقبل القسمة على م ٠‏ 


PF ame. 


تعرينة ل 
1 تعتير المعايلة (£) : 1= :ر226- 109% 
: بان اسعيعان ٠‏ 
أ بي امم شارف الجر دين 109 و 226 مدا ع 
ا 5 E‏ 
) برهن أن مجموعة حلول المعادلة ( 15) هي مجمو 0 
0 : 109+ 226:68 +141) < ب) برهن أنه من أجل كل [10-. 
00 د [1]227- 4 . 
ج) امتتج له يوجداد طجيمي اوخ عورا معدم لق 
من أو يساوي 226 ؛ ويوجد عدد طبيعي وحيد غير معدوم © 
يحقق 2264 +1 - 1094 (يطلب تعيين قيمتي 4 و 6). 
حل مختصر نټ 


أقلييس نحصل على 1 = (226,109) 04ع م . 


صحيحان :د و ل يحققان (2) 


41) أن (141.68) حل خاص يمكن استنتاج الحل الخاص من 


2264 :68 + 109K 


(:4) وبالتحقيق نجد 68-1 226 -109:2141 . ومنه خوارزمية أقليدس ٠‏ 
22668 - 109×141 - 2267 - 109 آي (68- نر)226 = (141- )109 
نيبا( £). 226 يقسم (141- :)109 و 1 -(0)226,109نه م إئن حسب 
: يقم (141= :) أي )226 -141- × مع ايض في 
£) ند )109 = 68- 'رإئن 141+ )226 = × و 68+ رمع 
س ( 109۸+ 68: 226۸ +141) في (8) تجد 
226k )- 226)‏ 4 109(141 
4 معناه |= 226٥‏ - 1094 . ومما سبق پا 
= ¢ وبما أن 226 > > 0 معتاه 
م أي 141= ل و68- م . 
: المطلوب البرهان على عدد أولي 
22 لا يقبل القسمة على أي متها إذن 227 أوّلي وبالتالي برنامج الحاسبة غير كاف 


0 "0 بن 0(=0) / ومنه 0= "[(0) /] إنن 

"[(0) ]اي 0-[00) /]م. 

لي إلن هو أزني مع كل » حيث 227 > 04 ومنه ده لا يقبن لكي تطبق المبرهنة الملغيرة ( ر 
Eres‏ يجب البرهان على الشرط أن »لا 


2 ) /]»[(0) /]» بان يقل القسمة على المد اللي 227. 
] (”"م)» "[(0) /] يتن تطبيق خواص الموافقات وكذلك 
| بحسب [اب) 226208 لك 109x141‏ الخواص على القوى الطبيعية. 


]> ا 2 ين [1]227س “(*03) مته م 
9 9 4)» بن [227]م» [زم) 531 ١‏ أ 
بام [227] [(4) ]= [(م) ا 

/ [e (4)) = (a) [227] على‎ [« (40J مت‎ / E 


تَعرينَ (من يكاثوريا) 

۾ و ط عددان طبيعيان غير معدومين ٠‏ 

برهن أنه إذا وجد عددان صحيحان » و ۷ حيث 1= ۷ط+ 4# فإ 4 و ط أوليان فيما بينهما . 
ط- طه+ 42) »فإ ۾ و م أوليان قيما بينهما . 


استتتج أنه إذا كان 

المطلوب تعيين كل الثنانيات (4:0) من الأعداد الطبيعية غير المعدومة حيث 1= "(*5- طه+ 62) . 
كل ثنائية (0:) تحقق الشرط تسمى حلا ٠‏ 

عين 4 عندما بكرن 4= ظط . 

تحقق من أنّ (1:1) ٠‏ (2:3) و (5:8) هي ثلاث حلول خاصة . 
كانت (:4) حلا وإذا كان 0غ ۾ فإن 0> *م-2م 


بين أنه 
بين أنه إذا كانت ( ر ) حلا خاصا يختلف عن (1:1) فن ( +::د- «) و( :+ رزر) هما كذلك حلان. 
استنتج من ثلاث حلول أخرى . 
تعتبر المتتالية ( ,4) حدودها أعداد طبيعية غير معدومة والمعرفة ب : 1= ,4 - ره ومن أجل كل عدد طبيعي 
203111310 
برهن أنه من آجل كل عدد طبيعي 8 ٠‏ (,.,6,:6). هي حل . 
استنتج أن العددين ,0 و,.,6 أوليان فيما بينهما . 


يمكنك ‏ إن استعصى الأمر ٠‏ الاستعانة ببرهان مبرهنة بيزوا . 
تجنب النشر واعثير أن | هو مربع لكل من العددين 1- و1 . 
5| استعمل البرهان بالف لإثبات أن | < نان و 0> ماب 2م (مع ماع ه) » 


7 أ تجنب الحسابات الطويلة ٠‏ واستخرج الثائيتين من العبارة. #بر + ةع أو 
سيره زنير ارو )تت 


3 


5 استتسل البرهر بالتراجع وتبات إن (, 3 


12ت كد02 9 


باستعمال جدول إراطوستان عين الأعداد الأولية 
«حصورة بين 1 و 150 + 

أ _ ما هو عدد القسمات التي يمكن إجراتها على 
المتتابعة لمعرفة أن العدد 1429 أولي ؟ 
اب - بدون استعمال حاسية ولا جدول الأعداد الأولية 
بين أن 1429 ليس أوليا ٠‏ 

ا | - برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي : غير أولي 


حيث اكه . 


. 3 


ك2 ب 341 چ 
|[ تعرف على الأعداد الأولية من بين الأعداد المقترحة 


7 » 3705 « 11 ؛ 1549 . 


1 


طبيعي أصغر من 150 ٠‏ لا يقبل القسمة 


الأولية الستة الأولى . 


ارهن أنه إذا كان 7 عدا طبيعيا أوليا فإن 7+ 


ن غير أولي 


عدد طبيعي أولي أكبر تماما من 3 


يكتب على الشكل 1+ 34 أو1- 34 مع 
4 هل العكس صحيح ؟ 
م عددا أونيا أكير يساوي 5 
-+ برهن أن م یگب على الشكل 
1 126 و 12K =5 J 12 +S yi 126-1١‏ 
مع .keN‏ 


اب .. لیکن 11+ م = باستعمال البرهان بفصل 
الحا لات » عين باقي قسمة ١‏ على 24 . 


[[ ” عدد طبيعي أولي أكبر تماما من 3 ٠‏ 
أ برهن أن 87-1 يوافق 0 أو1 بترديد 3 . 
ب - استنتج أنه إذا كان العدد 1 - 87 أوليا » فإن 
العدد 8+1 ليس أوليا . 

[اآ ايكن م عدا لوليا لبر من أو يشاوي 5 .. 
برهن أنه إذا كان م و 2+ م عددين أوليين فإن 
1+ م يقبل الضمة على 6 

[[] م عدد طبيعي أوّلي أكبر من أو يساوي 3 . 
برهن أن 1- ”م يقبل القسمة على 8 . 
۸ عدد طبيعي حيث 5< ۸ . 

أ - برهن أن أحد من الأعداد التالية : 

1+ تجى تجن وجس تاجف كلجر 


يقبل القسمة على 5 . 
ب - هل توجد قيم للعدد ١‏ التي تكون الأعداد الستة السار 
أولية ؟ 


. =۸ +3« +2 عند طبيعي و‎  ][[[ 
هل توجد قيم للعدد , التي يكون من أجلها العدد © أوليا ؟‎ 
برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي « ؛ العدد‎ ][[ 
. ليس أوليا‎ 72 + 8# +15 
. عدد طبيعي غير مغدوم‎ ٣ 
)۸ نضع «ركا... 23 ] -! م (عاملي‎ 
.5 > 2007 عدد طبيعي غير معدوم حيث‎ ١ )1 
. أ +2007 = ء برهن أن العدد © ليس أوليا‎ 
ب - استنتج قائمة ل 2007 عددا متتابعا ليس أولياء‎ 
كيف يمكن إنشاء بالمثل » قائمة ل 3000 عددا متتابعا‎ )2 
. ليس أوليا‎ 
٠ أ - تحقق من أن العدد 173 اولي‎ ][[ 
ب عين كل الثنائيات ( ر. #) من الأعداد الطبيعية‎ 
. × حيث 3-173 ر‎ 
ج عدد طبيعي أولي فردي . عين كل الثنائيات‎ 
. ×x*-رب"‎ = من الأعداد الطبيعية حيث م‎ )4.2' ( 
.... اسر مده زاجم )اجج 2)۔‎ ١ 0 
ب س عین  و / حتى يكون‎ 
. a -a+1=(a+a) +8 


16 


ج ‏ لیکن ۾ عدد صحيح . هل يمكن للعدد 
1+ 2م + * أن يكون أوليا ؟ 
التحليل إلى جداء عوامل أولية : 
[ا عن كل القواسم الموجبة لكل من الأعداد : 
360 < 400 < 1980 121 . 
لا نتبر العددين : 3 
كير x3 x7x11 4 a= 2x3‏ 
1) برر أن العدد » يقبل القسمة على ا ٠‏ 
2) ما هو حاضل قسمة الغدد © على 5ظ ؟ 
أوني ؟ 


1) حلل إلى جداء عوامل أولية العدد 725 ٠‏ 


آ8 ما هي قواسم مربع عدد طبيعي 


2) عين كل القواسم الموجبة للعدد 725 . 


من الأعداد الطبيعية 


ان العدد الأولي م يقسم 42 فان م 
ةا - كيف يمكن معرفة أن عددا ۸ هو مربع تام من 
خلال تحليله إلى جداء عوامل أولية ؟ 


ب عن لسر عند طبيمي: ۸ إبحيث 


0 مریعا ثاما - 

ح - جد عددا مكون من أربع أرقام » رقمه الأخير 9 

يقبل القسمة على 147 . 

8# ا) حلل العدد 4-4312 إلى جداء عوامل أولية 
2) ما هو أصغر عدد ملبيعي بضريه بالعدد © نحصل 
على 


وهو مريع 


مريع تام ؟ 
اب س مضاعف موجب للمدد 91000 
أي ا) حلل العدد 4032 إلى جداء عوامل أولية 


2) عين العدد الطبيعي ۸ حيث يكون: 4032 » (1+ )م . 


ال اب اتباب المشترك للمددين ۾ وط قي كل 
من الحالات المقترحة التالية : 


٢ 


أ- 26= 4 وb=12-‏ 
ب- 4=18 و15-= ظط . 
ج- 12-=4 و13 
د - 230 -ه و128طاء 
ه 0-876 و 1028- م 
َم أحسب المجامع المقترحة أدناء » استعمل المضاعف 
المشترك الأصغر ٠‏ وأعط النتائج على شكل كسور 
غير قابلة للاختزال . 
OS‏ ل لكك لدان E‏ 
84 140 


216 195 210 75* 
[[| في كل حالة من الحالات التالية ؛ عين قيم العدد 
الطبيعي 4 غير المعدومة حيث : 
ppem (a.56)=392 -‏ . 
ب — 630 = )4,18( ppem‏ . 
جب 882- (42.ه) ppcm‏ . 
لز الس الطبيعي + يوافق 3 بالترديد 35 بتري 28 


ب ما هي أصغر قيمة للعدد © . 
[ عين أصغر عدد طبيعي غير معدوم بحيث يكون 7 
هو باقي قسمته عل كل من العددين 52 و64 . 
[ ۰ عدد طبيعي غير معدوم . 
أحسب (1+ 1.20 ) pcm‏ . 
[ أحسب المضاعف المشترك الأصغر للعددين 2+2 
و 4+2 مع ١‏ عدد طبيعي . 
7 ۸ عدد طبيعي غير معدوم. 
عين (.04) ۳٥م‏ حيث : 
(1- )زد “)عم رزج "مارك "قاعم 


“مماعمء 
“)قد متو 3( b=‏ . 


”-6) 


ا 


عين (a,b)‏ «عمم . 


50177 


١5-5040 هو‎ 


. ppem (a,b) s ٹم عيْن ( ,)٥ع م‎ 


ب عيّن (ط.4) 3ع م باشتعمال خوارزمية 


. ppem (a,b) 


عبن ( .)۵ع م و (م.ه) «عمم حيث : 
45 =4 و 372645- ١5‏ 


(ط,») من الأعداد الطبيعية التي 


. في كل من الحالتين التاليتين‎ ٠ 
[ a+b - 00 
0ه دزميم) سممم]”‎ 


تحقق الجملة المعطاة 


) a-b - 2 


(a,b) =98280 >‏ سعمم]* 


عين كل الشا 


بات (.0) من الأعداد الطبيعية التي 
تحقق المعادلة المقترحة في كل من الحالات التالية : 


. ppem (a,b) - 21x (طيه) قمع م‎ — 
. ppem (a,b )- p gcd (a,b) =187 — ب‎ 


. ppem (a.b) = المع م‎ 


٠ 4‏ 47 و 44 المطلوب تعيّين كل 
الثنائيات ( 0.8) من الأعداد الطبيعية . 

. ppem (a,b) =84 م‎ ged(a.ض)=7‎ 411 

. ppem (a.b)=420 » p لعي‎ (a,b) = 14 82 

لي 5 > رم.ه) لمي م 90 = (a:b)‏ ممم . 

5 عدد طبيعي أكبر من أو يساوي 6 


, كجووام‎ ca=3n+ 


استنتج أن )17.ظ( ged‏ م د (a,b)‏ لمع م. 


ا نسد 4 هو القاسم المشترك الأكبر للغذدين cbsa‏ 
ما هو المضاعف المشترك الأصغر للعددين *© و «© ؟ 


حلل إلى جداء عوامل أولية كل من العددين © وط > 


. مع كه‎ ppem م9- (طره)‎ ged 


ب عين قيم العدذ 7 التي يكون من أجلها ' 


7 (طيه)لعع p‏ و 5150 (طيم) ppem‏ . 
ليع ” عد طبيعي : لبت ان العدين ۾ و ۵ ارتيا 1 
فيما بينهما قي كل من الحالتين التاليتين . 


.b=2n+l ta=n — 


.b =3n+5 + a= 2n +3‏ 
أو ثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي + ؛ يكون ؛ 
.PGCD (n,n? +1)=1 + PGCD (11n +3.7 +2)=1‏ 
يزع ” عدد طبيعي غير معدوم ؛ 
نضع 1+ 41+ 207 - 4 و2 + ررد ط. 
باستعمال مبرهنة بيزو ؛ برهن أن العددين ي و طا 
أوليان فيما بينهما . 
8 عدد طبيعي غير معدوم . 


أ تحقق من أن 1+( 2+ *۸) 


)+( . 
ب استنتج أن العددين 1+« و 2۸+ “۸ أوليان 
۸ عدد طبيعي غير معدوم . 
حلل العدد 1-(1+ ۸)2۸ . 
ب باستعمال مبرهنة بيزو » جد القاسم المشترك 
الأكبر للعددين 1+ م و (1+ ۸)2 . 
[[ بين باستعمال خوارزمية أقليدس ؛ أن العددين 12 
و 35 أوليان فيما بينهما . 
استنتج ثنائية من 7 تحقق المعادلة 
[77] أ - أكتب خوارزمية أقليدس لتعتين 
PGCD (257,45)‏ . 
ب س انطلاقا من المساواة الأخيرة والتي يكون قيها 
الباقي غير معدوم ٠‏ أحسبه بدلالة البواقي السابقة له , 
ج ‏ عبن ثنائية من الأعداد الصحيحة ( /,؛) حيث 
يكرن (257,45) 706 = 45+ 2574 . 
b =735 , a= 1050‏ . 
باستعمال خو ارزمية أقليدس ٠‏ عيّن (ط.۾) ۲6€ . 


= بركة+ 12. 


اب عين عددين صحيحين »ا و ۷ حيث : 
+bv = PGCD (a,b)‏ به 
[ بين باستعمال خوارزمية أقليدس + أن العددين 50 


و 77 أوليان قيما 


ادلة 3= :77+ 507 + 


استنتج ثشائية من 2 تحقق ال 
1) عيْن )168.20( PGCD‏ 3 


PGCD (2045,64) !عت‎ 


ن المعادلة (1) تقبل على الأقل حلا ف 


في 


خاصا للمعادلة (1). 


لاف 


1) تحقق 


المعادلة (1) 
عتير المعادلة (1) التالية:14= بر5 »11. 
من أن الثنائية (19,39) حل للمعادلة (1) ثم 
استنتج كل الثنائيات ( ار. :) من 


تحقق المعايلة (1) . 


الأعداد الصحيحة التي 


2) بقن أنه ترجد ثانية وحيدة ( ور )٠‏ حلا للمعادلة (1) 
مع 5> >0 . 


في المستوي المنسوب إلى مغلم . نعتبر المستقيم 4 
ذي المعادلة 2=0- را3 ا2 . 


771 


0 


تحقق أن النقطة (6.4) 4 تنتمي إلى المستقيم ۸. 
ب - عين كل نقط المستقيم ۸ التي إحداثياتها تكون أعداذا. 


صحيحة . 


عدد طبيعي غير معدوم . نعتبر العدد © حيث 
.a=n(n +5)‏ 


برهن أن 4 يقبل القسمة على 6 . 


۸ عدد طبيعي أكبر تماما من 2 + 
a=n(n*-1)(n*-4)‏ . 


ب - برهن أن العدد © يقبل القنمة على كل من 3 و5 . 

2) برهن أن العدد © يقبل القسمة على 8 . 

استنتج مما سبق أن العدد © يقبل القسمة على 120 . 
السؤال : ١‏ عدد طبيعي غير معدوم . هل العدد 

ال انما قابلا للقسمة على 24 ؟ 


الجواب : من كتابة ( ۸+ 6)72 فإنه يقبل القسمة 


على 6 ولدينا (1+«) مع ۸+ ”۸. 

بما أن (1+ ) ” عدد زوجي فإن العدد ( + )2 
يقبل القسمة على 4 وبالتالي ( ۸+ )6يقبل القسمة على 
4. وحسب مبرهنة غوص فإن العدد [ + 6)72 يقبل 
القسمة على 24 = 6×4 

ما هو تعليقك على هذا الجواب علما أنه من أجل 71-1 
يكرن ۸(=12+ 6)۸ ؟ 


5 المي هنة ا 

]| أحسب باقي قسمة العدد "7 على 11 ثم 70507 
طن 2111 

أ برهن أن المدد 331 أولي . 

ب ١‏ عدد طبيعي يكتب في النظام العشري ب 330 

رفما كلها مساوية للعند 9 . أحسب #١‏ 1ء 

ج ‏ استعمل المبرهنة الصغيرة لفرما للبرهان على أن 

العدد ١‏ يقيل القسمة على 331 . 


| برهن أنه من أجل كل عدد صحيح 8+ 15-7 
القسمة على 15 ٠‏ 

97] 1) لين عددا صحيحا ٠‏ 

ما هو باقي قسمة العدد ”7 على 3 ؟ و" على 3 ؟ 
2) عين مجموعة قيم العدد الصحيح ١‏ التي يكوت من 
أجلها [150]3+ ”2+ n +n" +2n‏ . 


70 أنه من أجل كل عدد صحيح ا ۸-۸ 


يقبل القسمة على 2730 


7 ) برهن ن [3] 


× وهذا من أجل كل عدد 


2) ما هي قيم العدد الصحيح د حيث [4] ۸= 
ج قيم × حيث [12] ×= 7م ۰ 


2 1) عدد صحيح ؛ ما هي القيم التي يمكن أن توافق 


9O23 14 


221232325262 
آي نوم بعملية التشفير باستعمال التحويل ار وإ ند حيث 
الل هو باقي قسمة 3+ »على 28 . 


1) شر الكلمة ' الجزائر 


ن المجموعة ل يوجد « 


ن ۷ هو باقي قسمة 


ن الكلماث التالية 

انبضل ؛ لثغوا تهصاشلث ؛ وذوز . 
7[ لتشفير كلمة تستعمل الدالة / للمجموعة [8اافي 
نفسها حيث ( ) / هو باقي قسمة العدد 2 + :151 على 


٠ 8‏ مع اعتبار العدد ‏ هو رتبة الحرف قبل التشفير 

و(+) / هو رتبة الحرف بعد التشفير ٠‏ 

تستعمل مجدول إكسال للمساعدة : 1 

في الود الأول من واه إلى ي ا 

من ,8 إلى و سجن اعد للحاو لا . في الخلية 

€ تحجز الوذ 108/151 ؛ ؤفي(الخلية 9 

نحجز الوظيفة 1١‏ 1+7 1581139 21/681188 ؛ ثم نحدد 

الخليتين معاً ونسحبهما إلى غاية الصف 29 

أ شفر الكلمة * رياضيات *. 

ب - حل التشفير للكلمة " عرتناهطت *. 

[775 نعتبر الدالة / للمجموعة في نفسها حيث (») // 

باقي قسمة العدد 3+ ×14 على 28 . 

1) شفر الكلمة * سكر ' . ما هو المشكل المطروح ؟ 

2) بين أنه من أجل كل عددين © و م من المجموعة ١14‏ 

إذاكان (ط) “ر-(4) “رءفإن [0]2= ط-ه . 

3) اشرح كيف يمكن اختيار الدالة / حتى يكون تشفير 

الكلمات وحل تشفير الكلمات ؛ ممكنا ؟ 

[ا نعرف التشفير بواسطة الدالة م حيث (::) / هوا 

باقي قسمة 6+ ×11 على 28 . 

)١‏ شفر كلمة ' تلمسان 

2) حل المعادلة [1]28= ×11 (لاحظ 511 -55) 

×) ۶ فإن [2]28+ :23 = +. 

4) بين أن كل حرفين مختلفين يُحوّلان إلى حرفين مختلفين. 

5) حل تشفير العبارتين التاليتين : شبكخغ ؛ هفخعب . 

[7] نريد استعمال تشفير تألفي لحل تشفير الجملة التالية : 
الم ا 

نعرف التشفير التألفي ب [28] /+ 4 لر حيث × هو 

الرقم المناسب للحرف قبل التشفير و ر الرقم المناسب 

اللحرف بعد التشفير . 4 و / عددان طبيعيان محضورين 

بين 0 و 27 ونفرض في هذا التمرين أن © عدد أولي 

نفرض أن الحرف 'ث” يحول إلى الحرف آذ" والحرف 

ص" يحول إلى الحرف آخ' . 


3) بين أنه إذا كان / 


ب .- تطبيق: عين الثنائيات ( . د) في الحالتين التاليتي 
(2.)-زم.ه) ؛ (a.b)=(11.5(‏ . 

=14k -1 :‏ [#[ أ - برهن أن كل مجموع5 أعداد طبيعية فردية 1 
: ]14[ متتالية » ليس أوليا . 

ب - استنتج قيعة 4 ثم قيمة ا ٠‏ ب - في الحالة العامة من أجل 2 < 7 ٠‏ هل يمكن أن 
ج تحقق أن 4 و 28 أوليان فيما بينهما .(يجب أن يتحقق يكون مجموع 7 عددا طبيعيا فرديا متتابعا » أوليا 


هذا الشرط لكي الا يحول حرفين مختلفين إلى نفس الحرف) []؟] أعداد مرسان (Mersenne)‏ 
4) أعط تشفيرا للكلمة " رياضيات أعداد مرسان هي الأعداد الأولية التي تكتب على أ 
5) حل تشفير الجملة المعطاة سابقا - الشكل : 1- 2= N‏ مع peN‏ . 


أ 4 و «عددان طبيعيان غير معدومين ويختلفان عن1. 


| ار ا بسط المجموع ""4+...+ 2م +ع +|. 
ا ب ابرهن ل إذاكن 1011-1 ا 
«٭ عند طبيعي . نضع 2100+ 23104 > « . أنه إن فا " 
07 ج ‏ برهن أنه إذا كان 7 غير أولي فإن 1- "2 يكون 


1) برهن أنه إذا غيرنا أحد أرقام العدد 7 بدون تغيير عر الي 


رقم آحاده فيكون دائما غير أولي . 


2) برهن أن [120]11+م ۰ [0]3= ۸ ٠‏ [20]5م 


د - برهن أنه إذا کان م أوليا فإن 1- 27 يكون أوليا من 

أجل بعض القيم للعدد ر ويكون غير أوّلي من أج القيم 

. الأخرى‎ n= 

ج أن 7 يكون دائما غير أولي مهما غيرنا أي رقم |4 4 و عددان طبيعيان . نضع “ل + *4- N‏ 
أ برهن أن 

= (a? +2»? + همه‎ (a? + همد - ?ظ2‎ iB 

اد أولية بتغيير رقما منها . 


] برهن أله يوجد عدد غير منته من الأعدا 


يمكن تحويلها إلى أعدا 4 

ب - برهن أنه من أجل2 < ط ٠‏ /2 لايمكن أن يكون 

أوليا . 

ج ‏ من أجل 1= ط » هل يمكن أن يكون ۸ أوليا ؟ 

د - برهن أن العدد (*4/3 + *1207) ليس أوليا . 

ذريد تعيين مجموعة قيم العدد الطبيعي 7 التي تكون 
من أجلها الأعداد ۸+4 » ۸+6 ء ۸+10 
n +16 n +12‏ › 22+ ۸ أولية . 

- أدرس الحالات ۸57 


أ برهن أنه كل عدد غير أولي « أكبر من أو 
يساوي 6 يقسم العدد !(0-1) . 


لک :(1- ).1×2 =!(۱-) . 


الخاصية السابقة تبقى صحيحة من أجل 8 أو: 


[إلِّ لیکن م عدا ریا ضع ٥‏ »...»:3 »2 - 
0 ع n =2x3x..xP‏ 


غندا 


)١‏ برر 


قجس ntA‏ ان 
7 +7 ليست أولية 


2) استنتج عش اد مل 
) استلتج عشرة أعداد طبيعية متتابعة غير أولية ؛ ثم 


عشرون عدا متثايعا غير أولي 1 ب س أدرس الحالات 7 < « ومن أجل ذلك استعمل باقي 

. 7 على‎ ٠٠ د ید ی ا القسمة الأقليدية للعدد‎ ٩ 

عبن كل الثنائيات ( ارپ e‏ ا لکن عددا أوليا .. عين مجموع وجداء كل القواسم 
0 المئوجبة للعدد "م حيث « عدد طبيعي غير معدوم . 


9 Mr. 111 74 


1) حلل العدد 469 إلى جداء عوامل أولية ٠‏ ثم 
استنتج كل قواسمه الموجبة - 

) تحقق أنه من أجل كل عددين طبيعيين ٣‏ * 
ر + رج + ×)( ر ×)= 


3) عين كل الثنائيات ( ا , ×) من الأعداد الطبيعية التي 


۷ يكون 


أتحقق 469 = بر“ × 
اا لیکن در عدا أزنيا 
5 1 


6 إذا وققط إذا كان 1 


أثبت أنه يكون م قاسما للعدد 


م قاسما للعدد 1806 - 


ا 


ان طبيعيان . نضع 
أن عدد القواسم المُوجبة اللغدد آم 


179 دم 
ا 


ب عبن غلما أن عدد قواسم العدد 277 هو 


قواسم العدد , 


19) لیکن 7-200 


- عين مجموعة القواسم الموجبة للعدد 7 


۷ عدد قواسم العدد 7 و 7 جداء هذه 


n" =p القواسنم‎ 

2) ليكن عددیں طبيعيير 
ان أن غدد قواسم العدد م 

هر (ا+م)(اجه) - 08 

ب - السب الجداء م لهذه القواسم 

ج هل العلاقة (1) هي دائما صحيحة ؟ 

8 5× علما 


لیکن 


لية هو رمرم N =p‏ 


۷ عددا طبيعيا حيث تحليله إلى جداء عوامل 


- برهن أن عدد القواسم الموجبة للعدذ ١١‏ اهو 


(a, +1)(e 


ن عدد القواديم الموجبة لعدد طبيعي 


افرديا فان هذا العدد يكون مزبما تاما 


ٌالريد تعيين الأعداد الطبيعية. ١‏ التي يكون من جلها 
العدد "2+242 


طبيعي م حيث 2م 
من أن (48- )رقمب "2 . 


مربعا ثاما ٠‏ أي يوجد عدد 


22 2 
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ب استنتج أنه يوجد عددان طبيعيان ٩‏ و 8 يحققان .| 

2 =k -48 02" - ع‎ +48 . a+b =n 

و 96 )2(2 

ج ‏ باستعمال التحليل إلى جداء عوامل أولية للعدد 96 ٠‏ 

عين قيمة العدد 7 

ر المعكوس ( indromeاpa)‏ هو عدد أو كلمة أو جملة 
لها نفس القراءة من جهتين مختلفتين أمثلة : 

1 ؛ توت ؛ حوت فمه مفتوح 

نعتير العدد 1 ۱234567898765432 = ۾ 

1) أحسب الجداء 100100111١‏ 

علما أن العدد 333667 أولي . حلل العدد 1001001 إلى 

جداء عوامل أولية 

IF . 111” . |° أحسب‎ 2 

3) حلل العدد 4 إلى جداء عو امل أولية 

77 القول عن عددين أنهما وذيان معناه أنّ كل منهما 
كور مساويا لمحمو ع القواسم العدد الآخر باستثناء العدد 
فس 

في كل مر الحالات التالبة أذكر إن كان العددان وذيين أم لأ 

أ- 220 و 284 

اب 25:37 و ]عرو 


17296 , 18416 > 


في التمارين 95. 96 و 97 المطلوب تعيين كل الثنائيات 
)٠١« (‏ التي تحقق الجملة المقترحة 


| ppem (x »)=60 5 
ا‎ fonem (x.y) 512p eed.) 


ly = 180 
ev 5105 


/ pem (x. ¥) xy 
|= ر‎ = 05 

77 ” د ؛ عندان طبيعيان غير معدومين 
tm‏ م2 عم ٠‏ سكو =3n‏ مه 

4 - 28 - تحقق أن 50-30 = "و34‎ ١ 


<y 


0 


ب - برهن PGCD (1.7) 2j‏ = زطه) PGCD‏ . 
ج ‏ استنتج أن العددين 3+ م2 ٠‏ 5+ 38 أوليان فيما 
نينهما . ما هو مضاعفهما المشترك الأصغر ؟ 

يا - برهن أنه إذ! كار الددان الطبيعيان ۾ و 8 
أوليين قيما بينهما فإن العددين 8+ ”4 و » يكونا كذلك 


الأعداد الطبيعية التي 


(«.) من 

دزر.ع) سعمم و35 x+y?‏ 

[[[ا نعتبر قي المجموعة ×2 المعادئة ذات المجهول 
([ند. ) التالية : 2006 = (ر59+ 168 ... (1) ٠‏ 


امل أرّلية العدد 2006 ٠‏ ثم 


1) حلل إلى جداء عول استنتج 
أنه إذا كانت الثنائية ( 9.؟) حلا للمعادلة (1) قان × 
يكون ماعا للعدد 59 
2) حل قي المجمووعة 2×2 ٠‏ المعادلة (1) 


3) عب الحلول ( ار ) للمعادلة 


(1) التي تتتمي إلى 


عي الأعداد الطبيعية غير المعدومة 0 ٠‏ / التي تحقق 


16m 0‏ حيث ) ,4( ppc‏ = ام 


. d  موعلامف‎ 


يكون مضاعفهما المشترك الأصغر وقاسمهما المشترك 
لأكبر حلين للمعادلة 0= 588+ »91ر . 


+ p(x )=10x 1 +60? +110 +60 


ائيات )4,١(‏ من الأعداد الطبيعية حيث 


g(r )=6r? +18 +1 
)م‎ 


ن الحفيثيين 


)لصب (1-)م 
ب س عزن العدديز 7 ۵ حيث من أجل كل 


عده حفيقي ايك 


لمجم )ردي )ريم وام 
+ - خلل كثير الحدود ( )ی 
2) نفرضر 


ارض / عدد طبيعي 
اشرح لماذا (5,3| +50) ya PGCD‏ رار ¢3 


ب برهن أن 3= (15,3+ 5( 66م لذا وفقط إذا 
كان « مضاعفا للعدد 3 . 


کے 
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)١ [8‏ حلل العدد 319 إلى جداء عوامل أولية . 
2) © و8 عددان طبيعيان . 
ب (طة+م)ك- (هو+مة)2 دم 
O E‏ 6 
ب برهن أنه إذا كان 4 و ۵ أزليين فيما بينهما فإن 
30+50 و 04+20 أوليان فيما بينهما . 
عين كل الثنائيات ( 4.6) من الأعداد الطبيعية التي تحقق 
76 - (طدجه)( (a+ 5b‏ 
)6 0 


د و ۷ عددان طبيعيان حيث 


5 >0 «تضع 
( .)مو 

. (*)...m?-sd 
)*( حلا للمعادلة‎ )٠. ( انت الثتائية‎ 


ms pscd(x,y)=4 


نريد تعیین × و ۷ حیث 2000 = 


فان 07 يكون قاسما للعدد 2000 . 


د 2000 إلى جداء عوامل أولية . استنتج 
القواسم المربعة التامة للعدد 2000 , 
جح ديرن 
هي القيم الممكنة للعدد 4 ؟ 


5 هو قاسم مشترك للعددين 4 و" .ما 


elbassaır:net 


تج القيم ااممكنة للعددين ١٠ء‏ لر . 


E‏ :د ر عدن 


pecd(x.y )=d مع‎ m +31 = 6480 


بيعيان غير معدومين حيث : 


.ppem (x.y )=m s 
. حلل العدد 6480 إلى جداء عوامل أولية‎ - 
ب س ما هي الأعداد الطبيعية التي مكعب كل متها يقسم‎ 
6480 العدد‎ 
عبن كل الثنائيات ( ر, ) التي تحقق المعادلة‎ + 
. mî ML لدف‎ 


)١‏ حلل كلا من العددين 1995 و 105 إلى جداء 
عوامل أولية, 5 
2) » و | عددان طبيعيان : 


حل في المجموعة × المعادلة 8-105 » ٠‏ 
3) ۾ و عددان طبيعيان غير معدومين وغير 
أوليين فيما بينهما حيث > © - 
أنضع : 5=)ض,gcd(a‏ م و ب «pp cem (a.b)=‏ 
2 995 - 19+ 953| 
اعين 4 و ۵ حيث : 0 
|[ » عند طبيعي غير معدوم . 
+18n +12‏ “م6 دم =4n? +12? +8n s‏ م . 
)جل و ۵ا . 
2) | برهن أن : 
pged(a.b)=2(n +1)(n +2)x p ged (3,21)‏ . 


ب عين » حسب قيم العدد 0 › (ط.4) 0ع م . 


ج استتتج حسب قیم 11 ۰ ( ط.4) ٥‏ م . 

[] تعتبر اذ الطبيعيين × 
واج التالية : ( ,»)٤مم‏ =1- روجع . 

) ارس الحالة 0= »× ثم الحالة 0= لر . 

2) نفرض أن × و لر غير معدومين . 

- بين آن 1- ۲ مضاعف للعدد لر و1- ار مضاعف 


اب - أعط كل الحلول للمعادلة 
ppem (x.y)‏ دا x+y‏ . 


| لدينا عدد معيّن من القريصات أصغر من 1000. 


حيث 10> 2>۵ 
3 وزعنا القريصات في أكياس كل منها تشمل ۾ قريصة » 


دائما تتقص الكيس الأخير قريصة . 


ها هوا 


القريصات حيث إذا وزعناها في أكياس كل منها 
تشمل بالضبط !1 القريصة 

0 العقربان الكبير الصغير لساعة دائرة الشكل , 
ملطبقان في اللحظة 0 ۴ ٠‏ ورأسهما يكون في النقطة ۸ 
في كل ثانية العقرب الكبير يتحرك بزاوية 


ھا ے راديان رترب السار بترا 


بزاوية قياسها 35 E‏ 
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في كم ثانية يلتقيان العقربان من جديد ولأول مرة في 
fA‏ 


١ ١!‏ ! استعمل خوارزمية أقليدس لتعتين حلا ( رل( 
من الأعداد الصحيحة لكل من المعادلتين التاليتين : ١‏ 
أ 11د +319y‏ 1694 . 

ب 22= (638+ +3388 . 

. ۾ و ظط عددان طبيعيان أوليان فيما بينهما‎ ٣ 

. برهن أن 4+0 و 48-8 ليسا حتما أوليين فيما بينهما‎ )١ 

2) تحقق أنه من أجل كل ثنائية ( «,) من الأعداد 

الصحيحة يكون : + م/- م( u(a+b)+(v u‏ . 

3) استنتج أن العددين 4+8 و / أوليان فيما بينهما . 

4) ما القول عن العددين + و طم ؟ 


4 و ۵ عددان طبيعيان حيث يوجد عددان 
صحيحان » و ۷ يحققان |= ۷+ . 
أ ما القول عن العددين © و طا . 

ب برهن أنه إذا كان عددا طبيعيا © يقسم 4+8 فإن 
ط و © أوليان فيما بينهما وكذلك 4 و © أوليان فيما بينهما. 
» و ١‏ عددان طبيعيان أوّليان فيما بينهما . 
برهن أن العددان طه+ 2ه و + 4+0 أوليان فيما 


بينهما . 


۸ و / عددان طبيعيان أوليان فيما بينهما . 
تضع 41+ 3= م و مرك + b =4m‏ . 
أ-تحقق أن =١‏ 44-3 . 


ب - عين عددين صحيحين » و | حيث 0| +4 = ”. 
ج - برهن أن العددين » و 8 أوليان فيما بينهما . 


۲3 ۱4 و 1 + م5 أوليان فيما بيئهما . 
استئتج أن 87 و 31 أوليان فيما بينهما . 


| ابت أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ ؛ العددان‎ ١ 


ب س عين حلا ( )٠.۷‏ للمعادلة 1ع 3۷+ 870 ثم 
استنتج حلا ( ر,») لمعادلة 2= 31+ ×87 . 


عست أه3 5275© 


em IH 
تحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم # و من‎ )1 
: أجل كل عدد طبيعي × يكون‎ 

1 = تايب متعم +1)(1- 6 ٠‏ 
في ما يلي نعتبر ۾ عدد طبيعي أكبر من أو يساوي 2 ٠‏ 
2) لتكن " » 4 و ۸ أعداد طبيعية غير معدومة حيث 
- م . برهن أن 1- “ى هو قاسم للعدد 1- "© . 
ب استنتج أن العدد 1- “27 على 7 » على 63 ثم 
ع 2 
3) ليكن 7 و 7 عددين طبيعيين غير معدومين و 4 
قاسمهما المشترك الأكبر ٠‏ 
أ نعرف العددين الطبيعيين ' + و ١"‏ ب : ' 7ك > 1 
.n=dn'y‏ 
ياستعمال مبرهنة بيزو على العددين ' 7 و' ؛ برهن أنه 


. mu nv =d : او لا حيث‎ 


. (" -1)-(a" 
برهن إذن أن 44-1 هو القاسم المشترك الأكبر للعددين‎ 


. a" “”مو]-‎ -1 


ج أحسب باستعمال النتيجة السابقة القاسم المشترك 


دمو 


BST TRANS 
ma mM 


 )1‏ و 8 عددان طبيعيان أوليان فيما بينهما : جد 


8 حيث ؛ 287 =(1- )8 . 


¢ Bra 6 


© أعداد طبيعية غير معدومة 

تشكل بهذا الترتيب حدودا متتابعة لمتتالية هندسية أساسها 
۲ ٠حيث‏ 4 و ” أوليان فيما بينيما .و 0- م » 2807 . 
حي ابيع ن الاعدد bua‏ ع <egd‏ 

1) 4 و 8 عددان طبيعيان أوليان فيما بينهما . 

عن » و ۶ حيث 19(=358-م)» رم < . 


7۶ 
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2) (,*) متتالية هندسية حدها الأول » وأساسها 7 

حيث ۲ و ”عددان طبيعيان أوليان قيما بينهما و ۲< و11 

- أوجدى: و ” حتى يكون 0= تعن - ,194+ 35/2 . 

- نضع ,14+...+ ,10+ 1= ,5 . أحسب 5 بدلالة 7. 

- أوجد قيم ١‏ حتى يقبل ,؟ القسمة على 30 . 

20 

1) جد القاسم المشترك الأكبر للأعداد 2490 ٠‏ 32785 

و2905 . 

2) حل في 2×2 المعادلة 79= :6+ :3 . 

(لاحظ 72+7=79) . 

3) اشترى نادي كرة يد ملابس رياضية للاعبيه . إذا علمنا 

أن ثمن بذلة اللاعب هو 2905 دج وثمن بذلة اللاعبة 

هو 2490 دج وعلمنا أنّ النادي دفع في المجموع 32785 

دج . ما هو عدد اللاعبين وعدد اللاعبات ؟ 
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1) عيّن القاسم المشترك الأكبر للأعداد 1996 » 1497 
و2994 . 

2) »ا و ر عددان صحيحان ولتكن المعادلة 

4 - بر1497- +1996 . . . (1) 

أثبت أن × مضاعف للعدد 3 و ر مضاعف للعدد 2 9© 

ثم عين حلول المعادلة (1) ٠‏ 

- عين الحلول ( 'ز, *) بحيث يكون : 1950= لر» ٠‏ 


)١‏ حل في المجموعة 7× المعادلة ذات المجهول 
( ر ): 13 -' ر14-' ×9 علماً أن (3,1) حلا لها . 
2) نعتبر في المجموعة :2:42 المعادلة ذات المجهول 
(رع) : 130= رو28- 45% . 

بن أنه إذا كان ( ر, ) حلا لهذه المعادلة فإن × 
مضاعف للعدد 2 و لر مضاعقف للعدد 5 ؛ ثم حل هذه 
المعادلة . 

3) ۷ عدد طبيعي يكتب 23 في نظام تعداد أساسه 
9 و 5/76 في نظام تعداد أساسه 7 . 

عين » و / ثم أكتب ١‏ في النظام العشري . 


1) جد القاسم المشترك الأكبر للعددين 225 و180. 
2) حل في المجموعة 2×7 المعادلة : 
90= 180 225 ... )1( 
3) عين مجموعة حلول المعادلة (1) التي تحقق 
2<|+ اردع 
4) ۾ وط عددان طبيعيان يكتبان على الترتيب 52 ٠‏ _ 
2 في لنظام ذي الأساس ‏ » و يكتبان 44 + 206 


قي لتظام دي الأساس | . عين © وم ثم هو ط ٠‏ 


٠ 7‏ المعادلة ات المجهول 


لتكن في المجموعة 
(و>): د -13y‏ +43 ...(*) مع 


. )*( تحقق من أن (104-,32-) حل للمعادلة‎ )١ 


- حل في 2×2 المعادلة (*) ٠‏ 


2) ۷ عدد طبيعي يكتب »4/8 قي نظام تعداد 
قي نظام تعداد أساسه 5 . 
137 


. 434 


۷ في النظام العشري ٠‏ 


) أ عين القاسم المشترك الأكبر للعدذين 2505 

3006» 

قي المجموعة 2×2 المعادلة ذات المجهول 
5 ... (1) مع 


ها هو الشرط الذي يحققه العدد © حتى تقبل 


(2.>) التلیة ‏ ۾ 


3006 


المعادلة (1) حلولا قي المجموعة :2,2 


2) نفرض فيما يلي أنّ 2004 = ۾ 

3 حل في المعادلة 5 [0ن] بساح . 
وم حلل إلى جداء عوامل أولية العدد 56 . 

برهن أن [546] ۲ د من أجل ۲ عدد صحیح . 
1) برهن أنه إذا كان العدد الطبيعي لا يقبل الضمة 
على 7 فإن 1= يقيل القسمة على 7 . 
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2) برهن أن الجداء (1- 5) :7 يقبل القسمة على ' 
وهذا من أجل كل عدد طبيعي 1 . 
3) كيف يمكن اختيار ۸ حتى يكون الجداء (1- ۸)7 
كابلا للقسمة على 84 ؟ 
[117] برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي م » "م - "ايمر 
يقبل القسمة على 215-27 . 

)١ [[‏ > عدد طبيعي » برهن أن 45-4 يقبل القسمة 
على 10 . 

2) 4 و ۵ عددان طبيعيان حيث /< 4 . 

أ برهن أنه إذا كان 645-87 يقبل القسمة على 10 فإن 
02-87 يقبل القسمة على 20 . 

عين العددين الطبيعيين 4 و / حيث 2-82-720م . 
)١ ]77[‏ برهن أنه إذا كان عددا طبيعيا فرديا فإنه 
يكتب على الشكل 1+ 44 أو 44-1 مع 4 عدد طبيعي . 
استنتج أن [1]64- 
2) برهن أنه إذا كان ۶ عددا اوليا أكبر من أو يساوي 

9 فإن 1- "ام يقبل القسمة على 16320 . 

[1577] برهن أنه من أجل كل الأعداد الطبيعية غير 

ة ه٠ ٠١‏ 2 و ي يكون العدد "*"“- "" “ي 
يقبل القسمة على 30 . 

[75757] الهدف من التمرين هو برهان الخاصية التالية : * 
إذا كتب عدد N‏ على الشكل 83+ 42 لمع وا 
عددين طبيعيين أوليين فيما بينهما فإن كل قاسم أولي فردي 
للعدد N‏ يكون من الشكل 1+ 47 مع / عند طبيعي .* 
ولهذا نبرهن بالخلف ٠‏ ونفترض أن ١‏ يقبل القسمة على 
عدد أولي 7 من الشكل 3+ 4 مع ١‏ عدد طبيعي . 
نضع 1+ 20 - ” . أحسب "07 و “87 بالترديد م ثم 
أ - حال إلى جداء عوامل أولية العدد 157563 . 
ب برهن أن [1]9* 2 و [1]7= 2 

ج برهن أن 1- ”2 يقبل القسمة على 157563 . __ 


[77] 1) 8 علبة على شكل متوازي مستطيلات ٠‏ ضلع 
قاعدتها المربعة هو 1» والارتفاع .1 حيث 1> 1 ٠‏ 
ريد ملئ العلية 8 بمكعبات 


متقايسة ذات الحرف العدد أ 
انی شیر اى 151 ر 
يجب أن تكون العلبة 8 
مملوءة بدون ترك أي فراغ. أ 
8 
چ 
في هذا السؤال تضع 945= .1 و 882= / . ما هي 


أكبر قيمة ممكنة للعدد » ؟ وما هي القيم الممكنة للعدد 4 
ب في هذا السؤال » حجم العلبة 8 هو 77760= ۷ . 
علما أن العدد 12 هو أكبر قيمة للعدد 6 التي تكون من 
أجلها العلبة 8 مملوءة , برهن أنه توجد بالضبط علبتين 
8 مطلوب إعطاء بعداهما . 

2) © علبة شكلها مكعب حرفه العدد الطبيعي غير 
المعدوم © ؛ تريد ملئها بالعلب 8 بدون ترك أي فراغ . 
أ في هذا السؤال نضع 945 - 1 و882= / . ما هي 
أصغر قيمة ممكنة للعدد 
ماهي مجموعة القيم الممكنة للعدد ع ؟ 

ب في هذا السؤال » حجم العلبة 8 هو : 
ن أصغر حرف ممكن للعلبة © هو 105 ٠‏ ما هما 
البعدان 1 و / للعلبة 8 ؟ 

5 57797] الحلول الناطقة لمعادلة من الدرجة الثالثة 
التكن المعادلة (1) ذات المجهول العدد الناطق ند : 
14=0 


5435 


2 7 ا 
اما+ 7837 مع »او ۷ عددين 


صحيحين . 
NT‏ 3 
) نفترض أن حي هو حل للمعادلة (1) 
١‏ - بين أن العددين 4 و ٠١‏ يحققان العلاقة : 
9 3%+ 14 . 
اب - استعمل خوارزمية أفليدس ‏ لإيجاد ثنائية (٠ر.)‏ 
من الأعداد الصحيحة تحقق المعادلة 1 - ر39+ ب14 . 


ج استقتج ثنائية (.7./؛) حل خاص 


من بين الحلول ( )٠.۷‏ للمعادلة السابقة 
ي يكون فيه ٠۲‏ أصغر عدد طبيعي ممكن . 
2) أ- حلل إلى جداء عوامل أولية كل من العددين 78 
و14 . استنتج مجموعة القواسم الموجبة للعدد 78 ثم 
للعدد14 . 


ب کے حل ناطق للمعادلة 50 


برهن أنه إذا كان 7 و © أوليين فيما بينهما قان "يقل 
4 82 

ج استنتج عدد الأعداد الناطقة غير الصحيحة التي 

تكون حلولا للمعادلة (1) وأكتب من بين هذه الحلول ؛ 

مجموعة الحلول التي تكون موجبة . 

َكل نعتر المتتاليتين ( ,::) و (') حدودهما أعداد 

. 12:23 1„ 
دور ”3+ ,ا 


طبيعية » معرفتار 


1) برهن أنه من أجل كل لالع #اء 1+ "52 ,ل . 
PEC ss‏ . 
ما القول عن العددين ,“د و ٠,‏ وكذلك عن العددين يورد 
03 ؟ 

ب - هل العددين ,× و ,,, :د أوليين فيما بينهما من أجل 
كل fneN‏ 

3) أ - برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 14: * 


2) ا - أحسب ( و .۽ ۸) لمع مر ثم ( رو 


. 2Y. 
. ب - عبر غن ,لز بدلالة 1ر‎ 

ج- أدرس حسب قيم م ٠‏ باقي القسمة الأقلينية للعدد 0 
على 5. 

د تضع من أجل كل عدد طبيعي :2+ 
d, = peed, -¥,)‏ . 

برهن أن ١‏ - ,ل أو5 - ,4 ؛ استنتج مجموع 
الطبيعي / التي يكون من أجلها 1=( , ل( ر 


5 
كل من العيارات التلية برر صحتها أو 
75 كل سؤال يمن ثلاث اختيارات من بينها اختيار 1771 في كل من 15 


4 و8 عددان طبيعيان ر 
1) إذا كان الجداء 28 يقبل القسمة على 12 فإن على 
الأقل أحد العددين © و 8 يقبل القسمة على 12 . ١‏ 
إذا كان ۾ و 5 أوليين قيما بينهما فإنه لا يوجد أي 
عامل أولي مشترك قي تحلليهما إلى جداء عوامل أولية . 
3) إذا كان العدد الولي م يقسم © و ط فإن م يقسم 
ppem (a,b)‏ . 
4) إذا كان 5 يقسم 62 فإن 5 يقصم ۾ . 
11 ماهو اختيارك الصحيح ؟ 
1) من أجل © عدد طبيعي أكبر من أو يساوي 2 » ”۾ 
و ليسا أوليين فيما بينهما . 
(19- :11 لا تقبل حلا في *2 . 
2 قاسما للعدد ”7 مع 7 عدد صحيح فإن 
يكون عددا زوجيا . 
4) القاسم المشترك الأكبر لعددين زوجيين متتاليين هو4 . 
5) إذا كان 4 و 5 عددين طبيعيين يحققان 6 - 50+ 36 
pecd(a.b)=‏ . 
ان 6 يقسم 4 و10 يقسم ط فإن 60 يقسم 
prem (a,b)‏ 
ذا كان © و 6 عددين طبيعيين يحققان 1 - 74+8 + 
۾ وم أوليان فيما بينهما . 
ر صحة أو خطا كل من الجمل التالية: 1 
أ - إذا قابل عدد القسمة على 4 فيكون قابلا للقسمة على 8 ٠‏ 
ب - إذا قبل عدد القسمة على 2 و 3 فيكون قايلا للقصمة 


قتراح واحد صحيح . فما هو ؟ على 6 . 


نظ 


2) المعادلة 1= 


العدد الطبيعي ۸ يحقق 


باقي القسمة الأقليدية للعدد ال على 


6) إذ 


| 
ا 


ن أجل كل ثنانية من 


اد الطبيعية (0,0) ٠‏ إذا ١‏ ج إذا قبل عبد القسمة على 4 و 6 فيكون قابلا اة 
إن لعزض.م)لفوم . على 24 . 5 
2 کان (0.) ”0م عدد زوجي فان 4 و ۵ من د - إذا كان لدان اللطبيعيان م واط لن ليا 3 
اشفعيتين مختلفتين . +4 و 0-8 يكونا أوليان فيما بينهما . 
3) جداء عددین متمايزين وأوليين فيما بينهما هو ه- إذا كان العددان الطبيعيان ت وط أوليين قينا 
.مضاعفهما المشترك الأصغر . فان 24+0 و 2 + 36 يكونان أوليان | 


کان (ط,4) مم = ون 


حلها إلى حل معادلة من الدرجة الثانية. 


ان ).والتعرف عن تحويل 


0 ات بواسطة الأعداد الدركية 
EE‏ ال انسحابات» تحاكيات أو دورانات بواسطة الأعداد المر 


توظيف الأعداد المركبة لبرهان خواص الانسحاب» الدوران والتحاكي. 


:ولد عام 1667م عالم في الريا 


إضافات هامة في حساب المثلثات وقانون الاحتمالات وهناك 
ثلاث نظريات رياضية تحمل اسمه. توقي عام 1754م. 

» » من أصدقاء « »عحيث نشر 
على التوالي سنة (1718). (1738). (1756) مساهماته في 
الاحتمال ضمن كتابه في المصادفة بر 
في سنة 1707م.اكتشفم 


(cos(a) + i )ريزو‎ (١ = (اراومه‎ + isn 


على الترتيب في المعلم (0:7) . 
) أنشئ التقطتين ۸ و 8 
ية |0/.618) 


2) عين قيسا لاز 


ات الديكارتية للنقطتين ۸ و 8 


) ۸ نظيرة 4 بالنسية إلى 0 مبدأ المعلم . عين الإحداثيات الديكارتية والقطبية للنقطة !۸ . 
8 نظيرة 8 بالتسبة إلى خامل محور الفواصل . عين الإحداثيات الديكارتية والقطبية للنقطة 
ت الديكارتية والقطبية للنقطة "8 . 


1 نظيرة 8 بالنسبة إلى حامل محور التراتيب . عين الإ 


عبن شرطا على / كي تكون التقطة 14/ تنتمي إلى الدائرة التي نصف قطرها3 . 


عبن شرطا على + كي تكون النقطة 11 تنتمي إلى حامل محور التراتيب . 
ن شرطا على تكون النقطة // إلى حامل محور الفواصل . 


ن النقطة 11 تنتمي إلى المستقيم ذي المعادلة ©* > بز . 


مثال بومبيئي( اما »80 ). 
لة ذات المجهول الحقيقي × : (1) 4+ 5= . 
» حل للمعادلة (1) إذا وفقط إذا :(2) .... 4=0-(ط+ ه)(5- طه)3+ 3م + "ه. 


عطاؤها للعدد /:» حتى تكتب المعادلة (2) على الشكل 4 = 7م + ى؟ 


حتيقي × 125۰+ ×4 = × = (<م-ع)(<(ه-ع) 


5) تتخیل عدد ترمز له "۲" حيث i ١‏ 
أكتب حلول المعادلة (3) في هذه الحالة 
6) أحسب'(2-7) و "(+ د 


٠ )2‏ استتتج حلا حقيقيا للمعادلة (1) . Rafael Bombelli‏ 
7) عبن حلول المعادلة (1). 


1526-2 


تعامد و متجاتس (0:01.07) . 
الى معلم متعامد و 1 1 
و اصل يمثل مجموعة الأعداد الحقيقية » وعليه العدد الحقيقي ‏ تمثله النقطة / بالإحداثيين (0::). 
ة الأعداد الحقيقي :0 
و المستوي لا تنتمي إلى محور الفواصل تمثل عددا وهذا العدد غير حقيقي و تسميه 
نقيز أ كل تفضة أخرى من المستوي لا إلى محور الفو 


عددا مركيا . 


5 النقطة © بالاأحدان 1 1 5 
هكذا النقطة J‏ بالإحداثيين (0:1) تمثل العدد المركب النقطة ) بالإحداثيين («ر:0) العدد المركب را 
اة ا 


ثل العدد المركد + الذي ral‏ 

بصفة عامة النقطة 14 بالإحداثيين (::) ركب 2 + ند الذي يرم 
FyE.D<C 1 5 :‏ 
.١‏ في الرسم الموالي عين الأعداد المركبة التي تمثلها النقط ۸ 8 ٠ © ٠‏ (/ 9 


0 4 


مثل النقطة 6 حي 

. 506-08-0 

ما هو العدد المركب ال فق بالنقطة 6+ 
3. مثل النفطة // حيث 

Of = 0Ê + OF 

ما هو العدد المركب المرفق بالنقطة //؟ 
4. مثل النقطة ۸ حيث : 

AB+CD 


. KG 
ما هو العدد المركب المرقق بالتقطة ۸ ؟‎ 
۸ مثل النقط‎ 5 


* 3 ٠و‏ 7 صور الأعداد المركبة 


121 7 


= ر2 و74-ح رج على الترتيب. 


ا الأعداد المركبة 


ده يف: نسمي عددا مركبا كل عدد > يكتب على الشكل | لا + :د 


اد المركب 2 »و نرمز (86)2 . 


المركب ج »و نرم ز(151)2 . 


يبن إذا وفقط إذا كان لهما نفس الجزء الحقيقي و نفس الجزء التخيلي. 


اصع ارمح بر عاج و "لول جام ساح :ج =2 معاد( =+ والر=() 


المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس )0:01.07( 


عند مركب ارا+ دع ( x6R‏ › #اعر و1 *: ) نرفق النقطة 14 إحداثياها (:*) ٠‏ النقطة 


4 تسمى صورة العدد المركب 2 و الشعاع 00 يسمى كذلك صورة للعدد المركب > . 
5 


© كل نقطة ۸4 هي صورة عدد مركب وحيد 1-1 ٠‏ نقول أن > لاحقة النقطة 44 و الشعاع 0/0 . 
٠‏ محور الفواصل يسمى المحور الحقيقي لذن الأعداد الحقيقية هي لواحق نقط محور الفواصل. 
٠‏ محور التراتيب يسمى المحور الت التخيلي لان كل عدد تخيلي صرف هو لاحقة نقطة من محور التراتيب . 


١ المستوي يسمى المستوي المركب.‎ ٠ 


رن محلو 1: المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجاتس ([0:01.07) . 
E De ss 5‏ 9 

لتكن النقط 4 C8‏ من المستوي التي لواحقها ¡+2- › 21 » ا ی ا 

1) أنشئ النقط ١8۸‏ في المعلم )0:01.07( . 

2) عين لاحقة النقطة '8 نظيرة 8 بالنسبة إلى 0 . أنشئ '8. 3 

3) عبن لاحقة النقطة '۸ نظيرة ۸ بالنسبة إلى محور الفواصل ٠‏ ثم عين لاحقة الشعاع ۸۸ . أنشئ 41 . 


1) 4 صورة العدد ¡-+ 2- إذن (2:1-)4 ٠‏ 


8 صورة العدد /2 إذن (8)0:2. 


لإنشاء النقطة © يمكن الملاحظة أنها تنتمي إلى الدائرة 
1 
التي مركزها 0 و نصف قطرها 1 و ترتيبها > 


2) '8 نظيرة 8 بالنسبة إلى 0 إئن 08--985 . 


و منه (2-:8')0 و لاحقة '8 هي /2 


colle 


| المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ([0:07,07) . × و ر عددان حقيقيان. 
أ لعن المجموعة (5) مجموعة النقط(:٠)‏ /1/من المستوي حيث 1- (1-+1) ر + "+ 
| عين ثم آنشئ المجموعة (5) في الحالتين الآتيتين . 

| 1) عدد حقيقي . 2) 2 عدد تخيلي صرف . 


ال 


1( ت عدد حقيقي إذا و فقط إذا كان (2)2م1 أي 1=0-ر . 
إذن المجموعة (3) في هذه الحالة هي المستقيم ذو المعادلة 0 - 1= | 
(5) مرسوم باللون الأحمر قي هذه الحالة . 
2 > عدد تخيلي صرف إذا و فقط إذا كان (ج) ۸٥‏ 
أي0 = ر 3 إذن المجموعة(5) في هذه الحالة هي القطع المكاف 
ذو المعادلة ر = ر . 
(5) مرسوم باللون الأخضر في هذه الحالة . 


e x کے‎ 


(YER sxER)z=x- 
. 2 و الذي نرمز له 2 يسمى مرافق العدد المركب‎ +-- 


المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجائس (0:07,07) . 


0 11 


M' 


: > عدد مركب حيث لر1+ ۸= ( X68‏ و 6( ) و'ج عدد مركب حیث'را+' 
| لع و .(yleER‏ 

ا مجموع العددين 2 و'z‏ هو العدد المركب ('لر+ر)1+'»++ك='ج+ج . 

جداء العددين 2 واج هو العدد المركب (ر اج +'زجد)ة جار ب اتوي دامج . 6 


قواعد الحساب المعروفة في 18 تبقى صحيحة في © . 
.e (2-i)+(-7+4i)=(2-7)+i(-1+4)=-5S +3‏ 
(3-2i)(-4-7i)=-12-21i +8+14 = —26- 13 «‏ 


هندسي لمجموع عددين مركبين. 


المستو ي العركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (0:01.07) 
4+ *ج عند مركب و ارا داج صد مركب 


هو لاحقة النقملة 5 حيث :07/5 + 077 = 05| 


OM" و‎ 0M مین‎ 


لات: وإذا كان ۽ 


لاحقة الشعاع » و كان = لاحقة الشعاع لإ 


= هر لاحقة 14 


© إذا كان > لاحقة الشعاع // و كان / عددا حقيقيا فإن ج / هو لاحقة // / 


٠ asssir.neê f ا‎ 
شغمب به‎ 124 


الدل:1 1 -( 
مع s+‏ )2+3 


3 3 12 , 
ومنه 4-27 + زج 3+ 5::./3-:10+ 6+33 


3 
إن 8)i‏ 55+ دي . 


3) (7-2:()6-4-) = ,2 ومنه (نقه-7-2/()20-) =( 16+ -)-7-2)6-48i‏ "أ 


140 + 336i — 40i +96 = -236 + 2961 إن‎ 


تمرين محلول: أكتب على الشكل الجبري الأعداد المركبة الآتية : 
1+4 


الحل: 1) ست = ر بضرب البسطو المقم في مرافق العقام تحصل على: 
2 
2 +5)1 2 +5)1 
لاك آي 1+21 اا 
(2 00-2701 5-2-5 
E 714 2‏ إل 5 
ETT‏ يج بضرب البسط و المقام في مرافق المقام نحصل على: 
-56-33i _ 56_33, 1+44+7 _ 28+16 +‏ 
16+49 4+7( 27 م 65 65 6 = 


ا با 
) ص تسم = ر نقوم أولا بكتاية المقام على الشكل الجبري + 


بضرب البسط و المقام في مرافق المقام نحصل على: 


OM SS 31, O CLUS 
2 122 122 > 3 اليا (للا+ا-)(/1-1-)‎ 
sS . تمرین محلول3: « عدد طبيعي غير معدوم‎ 


1) أكتب على الشكل الجبري كل من : از . 


الحل: 1) دير 
2) نلاحظ أن 1 
كذلك : ¡ 


3.لاحقه شعاع ؛ لاحقه مرجح . 


۸ و 8 نقطتان من المستوي »,= لاحقة 4 و وج لاحقة 8. 
ج - رة © هي لاحقة الشعاح 48 + 


ه ۾ وط عددان حتيقيان حيث 0ع ط+ 4 ٠‏ © مرجح الجملة [(ط,4.4(:)8)] » 


الاحقة النقطة 6 . - 


ST a KEE 1 5‏ 
مباشر لار AB=OB‏ و OA+——OB‏ =06. 
N OE RFE E‏ 
تستعمل نفس الطريقة في حساب لاحقة مرجح عدة نقط . 
1 8 1 10 1 
| كل عدد مركب غير معدوم 2 له مقلوب في © يرمز له - . 
۸ ليكن ج عددا مركبا غير معدوم يوجد عدد مركب '2 وحيد حيث |= "جج . 


1 x N 
a e 1 ال على‎ 


2Re(z) ٠ 
.z2=(Re(z)) +(Im(z)) e .2-7 =2 mz) « 


. 2" عدد مركب و مرافقه 2 › '2عدد مركب و مرافقه‎ ١ 


ج أي ار¡ »+ رفم 


22 * و (' ر »)(ر¡- »)= 2 .+ و ا(را× +" 


95311 


-1-)م و منه0 > [1-1-)7 وبالتالي 0>-(/-1-]م أي 0ح( +1-)م 
)2)ت 


۾ طويلة و عمدة عدد مركب. 


1.طويلة عدد مركب. 


تريف: #عند مركب حيث: ++ =2 ( د و لز عددان حقيقيان ) E‏ 
| نسمي طويلة العدد المركب 2 العدد الحقيقي الموجب الذي نرمز له|ج |حيث *« + ل =| |. 
لد : 68 = 4+64 - |نة +2| ٠‏ . 5دوبقال J49 =7 < e|-4-3|=‏ 

عددا حقيقيا قإن طويلة 2 هي القيمة المطلقة للعدد © 


مده يعني 0 || ا 


التفسير الهندسي لطويلة عدد مركب 


المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( [0:91,0) ٠‏ 


OM =| 2| إن‎ 


ج إذا كانت 44 صورة ج 


ملاحظة: ۸ و 8 نقطتان لاحقتاهما ,2 و ج على الثرتيب : |2 - و2 |=۸8. 

2.عمدةٌ عدد مركب غير معدوم 

ع برف هي سد رك ر؛ + ع ج ( × و ر عددان حقيقيان ). 

في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (0:01.07) لتكن 14 صورة 2 . 
نسمي عمدة العدد المركب > و نرمز (2) عة كل قيس بالرديان للزاوية الموجهة [/1,01©) ٠‏ 


ملاحظات: ٠‏ كل 


عدد مركب غير معدوم 2 له عدد غير م 


كان ۾ عمدة لح فان (2 6 6) م28 + 4 عد 


۸ نقطتان لاحقتاهما ,: و ج على الترتيب 
(OA.OH) = arg(:,)- arg(s, ) i (0.08) (o.08) (o.0۸)‏ 


2.) (o.48) . 


5200-7 


الحا 3 +ك-)(+2)-2 
الحل: 1) 5 2| = إن جى) زج )د |ء إا 170 = كل مكل =| |. 


) دم ا 


sair:net 


9 5 
م ا 2 ( ا 

تمرين محلول2: 7 عدد مركب حيث :++ = > و 14 صورته قي المستوي المركب منسوب إلى 

متعامد و متجاتس (07, :0 

نضع |/2- :(1-1)| دم 

عين المجموعة (5) مجموعة النقط 4/ من المستوي حتى يكون 4-2 . 

1-1)| نعوض 2 ب +× نحصل على : 


(دن+م)(- )| مناه 2 - ]نه سيف رنجم 


(e-o 8-6 | 


elbas 


ي 2= |2 د )+ ر +| نسب |(2- ر + )+ ر +م]|. 
مرجم )+ )+( =|)2-» [e+ y+i(-x+‏ 

أي 4+ ره مشر t+ Fy?‏ تررم غيل - لمر ع)ن [ety‏ 
أي 4+ ره 4x‏ + )2+ قرول = |2 
د بالتالي 2 = 44 4 <444 ر2 24ل تريع الطرقين 4 = 1-4 ر4 =4 + ر2 رق 
آي 2= )+ )1+( 

إذن المجموعة (5) هي الدائرة التي مركزها(1,1-)» و تصف قطرها 2ل دم 


رجحم )نورمي 


ل الشكل المثلثي لعدد مركب غير معدوم. 


1.تعريف و خواص 
في المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (0;07,07). تعلم نقطة ۸1 بإحداثييها الديكارتية (:») 


تقطبية (و:م). ۲ = 080 و و - (91,914) ٠د‏ لدینا (۵5)4 =× و () r1۸‏ ده 


FS (7)) ر 7 عند مركب غير معدوم -العدد 2 يكتب على الشكل‎ ١ 
٠ ||-م و (ج)عمه =و . هذا الشكل يسمى الشكل المثلثي لة‎ | 


7 3 x 
5 ٠ ملاحظة: ۰ إذا کان برجم دعءط - (و)ومه و 2د (و) هله‎ 
5 7 


ذا كان ((1510)9+ (005)9) / 2 و كان 0< 1 فإن 


|2 |= اء (تاعة عو . 
الخاصيتان تستنتج مباشرة من التعريف 
2. خواص عمدة عدد مركب غير معدوم 


'2 عددان مركبان غير معدومين. 


= arg(z)+ 


ei) لماعم‎ ext 


n EN'.e ")يعد‎ narg(:) 


. ('و)ومه)'” داج‎ + si) '(( البرهان: نضع ((و) ا¡ +(05)4) 7 = 2 و‎ 
z2 = rr'[(cos(q)cos(4')= sin (q)sin (4)) + i(sin (q)cos(q') + sin (4 )cos(q))| * 


ر الجمع : نحصل على ((' ۾ + و) صذوة + ('ن + ۾)rr')c0s‏ 


z.2') = arg (z)+ 


. 


, [[(eos(a)cos(4)+ sin متدزو)‎ (4)) +i(sin(q)c0s(4 )= لاد مامه‎ 
52 "وم له‎ (q) + sîn’ (4) 


دساتير الجمع : نحصل على ((' - ۾) 1830 + (' ی -و)يدن) كك 
r‏ 


)ممه - org()‏ )5 
٠‏ للبرهان على الخاصية (2) عه =(" 


و الاستدلال بالتراجع. 


١‏ تستعمل الخاصية ('2) ع۵ + (2) عة = ('2.2) عة 


تمرين محلول1: عين الطويلة وعمدة للعدد ‏ ثم أكتبه على الشكل المثلثي في الحالتين الآ 


2= 2-6 (2 =1 
٠ > الحل: 1) +1 ج . 2 = ۴+ ل =+ !||| . ليكن ۾ عمدة ل‎ 
e. 37 
=2 +sin || O e E 
EE 


a 7 6) 


3 
(0)جمه و = 


لول2: ليكن العددان المركبان ([1-73- 
E‏ إل2: ليكن العددان المركبان | 


| 1) أكتب ,7 و ,7 على الشكل الجبري. 2) أكتب ,2 و ,7 على المثلثي. 1 

الحل: 1) =(l+i)(-1-i¥3)=-1+ 3+ i-1‏ ,2 . ج 

ہ1 دنج ]+ +1 كك 0 8 

= 2227 

5 4 -1-N3 (-1-N3)(-1+3 1 

3 1 مذ 02 2 

ام اكه |2ل-ة | 1 وم |2 - 1/3 1 
)م9 | م4 7 م4 

8 +l أ 2= ا‎ sin 

3 2 4 عرامه_ (P2‏ الل 3 - 

أنه 21e)‏ 0 ل ا 0 


تمرين محلول3: في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجاتس (/0:01.0] ٠‏ لتكن النقط 4 ٠‏ 
8 و © التي لواحقها 3/:--- ,ج١٠‏ 20/3 +3 ٠‏ 2/3 +3- 
1) أغط تفسيرا هندسيا لطويلة و عمدة العدد المركب 


٠ ۰ | 1 0‏ - )مه( - وچ 


| ا‎ (0.48) (01.4 | (ac. 14) 


3133 E 43 

بي قد څا اسح 1 3 3 55 

ETE (C.A). AR ا وميه 6م‎ 1 | 2 a 
. ومنه2- )46.48( إذن المثلث ۸8€ متقايس الأضلاع‎ 


ا الشكل الأسي لعدد مركب غير معدوم. 
1.الشكل الأسي لعدد مركب طويلته 1. 

المستوي المرب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ([0;07,07). ج عدد مركب طويلته 1 و ,1 صورته؛ لتكن ٩‏ 
(و)مذه + (و)دم - مه » لتكن /. الدالة التي بكل عدد حقيقي 7 ترفق العدد المركب الذي طويلته 
إو و عمدةله .أي (و)متوه زو)كم -(و) ۶ ٠‏ 


۾ و "و عندان حقيقيان لنحسب (1و + ) / و (91) ل[ (9) / ٠‏ 


f(4+4')=cos(q +q')+ sin (q+q 
/ (4+4 )= (cos(a)cos(q')= sin ()sin (4)) +i (sin (4)cos زلو)‎ + sin (4 )cos(4)) ي‎ 
٠ f (و)‎ £ (4')= (cos(q) + isin (4))(cos(q') + isin(q 
£ (4): £ (4')= (cos(4)cos(4') sin (q)sin (4)) + i(sin (4)cos(q') + sin (q')cos (4)) لي‎ 
/ )4+٩'(= f نستتتج أن ('9) [ '(و)‎ 


يما أن الدالة الأسية تحول مجموع عددين إلى جداء صورتيهما تم التفكير في الترميز الأسي للعدد مج . 


د المركب الذي طويلته 1 و 4 عمدة له يكتب "© . حيث (4) 151 (€08)4 = 27 ا 


ركب غير معدوم 


تعريف: العدد المركب 2 غير المعدوم الذي طويلته 7 و ي عمدة له يكب “57770725276 1 
هذه الكتابة تسمى الشكل الأسي للعدد المركب ١2‏ ل 0 


3. قواعد الحساب على الشكل الأسي 
خواص: + و ٩'‏ عددان حقيقيان. 


MUNN 


ET 


Oa LE‏ ام 


2 200 

للظة: [+1= ٠‏ يكب 26ل = ج : 
اا مود تاروع ا 

4. دستور موافر 


ا المعادلات من الدرجة الثانية. 


1.تسا 


و تقس الجزء التخيلي. 


ع + 2 (+ ده حيث ه36 و » أعداد مركبة و 0ه 2 


= © + 2ط + *42 بوضع 40 - 2( =۸ نحصل على 


|. هم _ذأم‎ 
2a 4a 


.من مكتسبات السنوات الماضية تأتي المبرهنة 
نو ية تاتي 


. حل المعادلة (1) يعود إلى حل المعا 


منيرهلة: لتكن المعادلة ذات المجهول المركب 2 
| عمة- ”7 =۸ مميزها . 


+ 2ط + ده حيث ۾ ۰( ون أعداد مركبة و 0 662 


© إذاكان 0= . المعادلة تقبل حل مضاف 2._ 
2a‏ 

: المعادلة تقبل حلين متمايزين‎ ٠ ۵*0 إذاكان‎ ٠ 

فط 


1 
ای + ب 2= 


RSE 


أي 4/2-412 ا م 


2-:3-3- د 


كه 


|494“ 
(e e‏ |< 
ل ا ا 


)|= إن سس 


إذن ه64 ع رج . 


+i 


- 0-0 =| 


. =| 


00011111 | 


LLG ÛC‏ الل يديل لاايا 


اللحل: ليكن رأ + × = »س جذرا تر 


2 
ار 2+ ر ر = تور 


| »|= || > مد ۴+ =| +- داع 


+ 
ردج 2 
ر×2 
2 1= 
أي ”× 9= yJ‏ 
xy=3 3‏ 
أي (1 =× و 3= () أو( 1 × و 3-=ر) لان 0< لر × 
إنن :1+3 مر أو 1-31-=» . 


نزي محلول2: حل في المجموعة © مجموعة الأعداد المركبة المعادلة ذات المجهول المركب 2 
١‏ 0= 3-2(2+5-5)+22. 


الحل: نحسب المميز : (4)1()5-51- *(3-20) 


:8 +15-ع20 +20 - A=9-12i+4‏ 
لیکن ا + × =« جذرا تربيعياال ۸. 


2x‏ ر ی = تبر 


برس مرك »| ||“ 17 = 8+ )15( 15+8i|=‏ 


7= ”ر 


« =2 يعني 15 


xy =4 ry =4‏ 
أي (1= × و 4 = ر) أو (1- =× و4-=ر) لأن 0< لر × 
إذن 1+١4‏ = »س أو يه-]- دسر. 


نضع (14-41) =۸ 


2-١-4‏ +3 3+2+1 رمه 
ا وير و وو 1 0 


ڪڪ 


135 


«الاتسحاب الذي شعاعه > هو تحويل نقطي تقابلي و تحويله العكسي هو الانسحاب الذي شعاعه (-). 
لانسحاب الذي شعاعه غير معدوم لا يقبل أية نقطة صامدة و الانسحاد الذي شعاعه © هو التحويل الثابت. 
» الخاصة المميزة: صورة ثنائية (۸,8) هي ثنائية (41,81) تحقق 483 - ل . 


س 


[تعريف: © نقطة ثابتة و / عدد حقيقي غير معدوم. التحاكي الذي مركزه © و نسبته 0 


ريرفق بكل نقطة 11 من المستوي النقطة 11 من المستوي حيث : /598  2841-‏ (1)- “اع م 


«إذا اختلفت 14 عن © فإن '4/ تختلف عن © و النقط © ٠‏ 1 و '۸1 على استقامة واحدة . 


أن : التحاكي الذي مركزه 2 و نسبته ۸ هو تحويل نقطي تقابلي 
و وله ڪي هر اناي الذي مرعرء 0ر د 


k 
و نسبته » هي الثنائية ('4',8) التي تحقق:‎ ٠ الخاصة المميزة: صورة ثنائية (8 ,4)بالتحاكي الذي مركزه‎ ٠ 


OM‏ يعني 1590/1 = 0M‏ و نستنتج 


A'B'= RAB 
نلاحظ أنه إذا كان 1= || فإن 48 ع ' 8' 4 و بالتالي فإن التحاكي ليس تقايسا.‎ ٠ 


تعريف: ۷« نقطة من المستوي الموجه و ٩‏ عدد حقيقي 

الدوران الذي مركزه © و زاويته ۾ هو التحويل النقطي الذي يرفق النقطة 2© بنفسها و يرفق بكل نقطة 14 تختلق ) 
M! TE‏ حيث: 901-000 و و- [أ (M.M‏ 

خواص 

الدوران الذي مركزه 17 و زاويته غير معدومة له نقطة صامدة وحيدة هي المركز ©. 

الدوران الذي مركزه ۷ و زاويته ۾ تحويل تقابلي و تحويله العكسي هو الدوران الذي مركزء ٠١‏ و زاويته (4-). 
الخاصة المميزة: صورة كل ثنائية ( 1,8:) بالدوران الذي مركزه ٠١‏ و زاويته 4 هي ثائية (' 8 4) تحقق ما يلي: 
همع 48 وو ١‏ 8,) بين هذه النتيجة أن الدوران تقايس. 


لاسي 


تمرين محلول1: المستوي منسوب لذن مقلم a‏ متا )7 


أثبت أن التحويل / انسحاب ٠‏ 
لتکن (بز, »)8 و(ا ر" 


)' 14 تقطتان من المستوي . 


el 1 1‏ 5 ".| سیا( وء MM (x‏ إنن = MMT‏ مع (1,2-) ıi‏ 
سس 
تمرين محلول: المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجاتين (7:7: 0): 
| 4 ااي 
ليكن التحويل النقطي ع الذي إلى كل نقنفة ( 'ز, د) 14 يرفق النقطة (' 'ر,' +)' 04 حيث 
Eg +1 |‏ 


أثبت أن التحويل ج تحاك يطلب عناصره المميز 


لتكن ( ر, :د) 14 و (' لر.' :د)' 44 نقطتين من المستوي 


_8( 


6 | ننا دم |د 


1 
ا وبالتالي ؟ 5 0-2 
1 07 وبالتالي م تحاك مركزه ت ونسبته ج 


( المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجاتس‎ ET 


1. أثبت أن ' 014- 081. 

. OF 10M ` بيك‎ 2 

3. ما هي طبيعة التحويل ۾ ؟ 

الحل: 1. ?ر + ?×= 014 . +x” =0M‏ 
0M =x,» ( 2‏ ۰ ( نر )= 087 ولدينا 0= یر + ری 


FEN 


3. بم هو دوران مركزه 0 وزاويته & . 


(Osi 


ليكن التحويل النقطي # الذي إلى كل نقطة ( در د) 36 يرفق النقطة (' ,)14 حيث يا وآ 


OM' 


-' رر +' عد 


ليكن التحويل النقطي / الذي إلى كل نقطة ( ر, د) 04 يرفق النقطة (' «ر,' +)' 4 حيث 


` fx'=«-1 
را‎ +2 


ر-='× 


ل. الأعداد المركبة و التحويلات النقطية. 
في كل ما يأتي المستوي المركب متسوب إلى معلم متعامد و متجانس [0:57.97] 

/ تحويل نقطي من المستوي المركب الذي يرفق بكل نقطة 14/ لاحقتها 2 النقطة ' 4/ذات اللاحقة '2 حيث 
z= z+‏ مع '8 € أو © عه و١‏ - ]| .ونكتب ' 14 -(11) / يعني +b‏ 2۾ -'2 . 

1.الحالة الأولى 1 - 4. 

1 - (11) / يعني 8 + 2= '2, و بالتالي 2-8 -'2 و بما أن ج -'ج هي لاحقة الشعاع 7/1/7 فإن 
7717-7 حيث 7] صورة العدد المركب / و بالتالي التحويل / هو الانسحاب الذي شعاعه /] ذو اللاحقة 8. 


1 يل النقطي الذي يرفق بكل نقطة ۸1 لاحقتها 2 النقطة ' 44 ذات اللاحقة ‏ 
ا عو سدكت شفاعه 7 سور 8 


.aeER’ —{1} 


/)M (=4‏ يعني + ='<. لتكن © لاحقتها ۷ نقطة صامدة بالتحويل / و مئه ©=() /. 


يعني م + س =« أي ط = ٠١)1-4(‏ بما أن 1= ۾ فإن >=« و 99 وحيدة . 


a 
س -'ج‎ = )2- Ww ( بطر ح المساوتين طرفا بمن طرف +ج»ح'ج و 8+ 0ن =« تحصل على‎ 


5 ۾ = ۷« اج و 4 عدد حقيقي» نستنتج أن 00 = ' 01 . 


مركزه !؟ و نسبته © 
يل النقطي الذي يرفق بكل نقطة /1/ لاحقتها 2 النقطة 41 ذات اللاحقة ' 
کی عبر سی و يلف عن اروا للك ناز 21 1ق 1 9 


a ©‏ و1 E‏ 
"ج . لتكن 47 ذات اللاحقة ٠‏ نقطة صامدة بالتحويل / أي 29 -(9©) / 


يعني #۵ »۵ =« أي ( =(1-4)« وبما أن اه فن > ٠‏ وبالتالي ٩2‏ و 


بطرح المساوتين طرفا من طرف ا42 ع 'ج وم + سي E En‏ 


أي كلت ه. ستتج أن 1= |4| ا 


1)4) , OM ' = M1 أي‎ 


و بالتالي / هو الدوران 


ايا 


الذي مركزه 2) 


الحل: 1) لتكن 14 نقطة من المستوي 
14١‏ ح (11) ,! يعني ¡ 


2 '4 -(4) ۲ يعني + 2-2 = چ و منه1 : 

ل2: المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( 01.01 

٠ا‏ التحاكي الذي مركزه 4 ذات اللاحقة 21-+1- و نسبته 3. 
1) عين العبارة المركبة للتحاكي //- ١‏ 

1 2( 8 النقطة التي لاحقتها 21  -3-‏ عين لاحقة النقطة '8 صورة 8 بالتحاكي /. 

35 طة هر‎ M 


رتها بالتحاكي /. 
31 يعني 8 +32 بما أن النقطة ۸ هي مركز التحاكي فإن 4 > (4):/ و منه 0+ 32 


2= .ين 2-4 


3z 


2 و منه 101 -7- = 2-41 + 
نسرين مخلول3: المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( 01,01 


۶ الدوران الذي مركزه ۸ ذات للاحقة د-2 و زوه ٩‏ حيث “© أحد أقياسها . 


1) عين العبارة المركبة للدوران 7. 
8_)2 النقطة التي لاحقتها 1-١/3‏ › عين لاحقة النقطة '8 صورة 8 بالدوران . 


الحا.: 1) لتكن ۸ لقطة من المستوي لاحقتها 2 و' 11 لاحقتها 'ج صورتها بالدور 


(Aertel 


ي 2+6 ح'ج حيث 1 اماد arg (a)=Ê+k2p‏ 


a= يمه‎ 


31 


يما أن النقطة 4, هم 


مركز التحاكي فان ۸ =(۸)۸ و منه 8+ 


1 .معادئة من الدرجة اثرابعة: المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (0:01,07) 
ليكن كثير الحدود (2) / للمتغير المركب 2 حيث : 
45- ع( +)12+ 2 نج+ ع <(ع) .f‏ 


3) أوجد كثير الحدود ع + 82+ 
f )2( 3‏ 


ات المجهول 2 :0 > (2) f‏ . 
D € 8‏ صور الأعداد : 31 ٠‏ 1-21 -2 و 3- على تريب ' 
») أثبث وجود دوران 7 يحول ۸ إلى 8 و يحول © إلى 2. 


إلى 8 و يحول 2 إلى ©. 


حدود (2) /ر للمتغير المركب 2 حيث 


2- : [2ل74-141)+ 2 ل:-14)+ ‏ درع)ر. 

1) أثيت أن (2)/ يقبل جذرين مترافقين ٠‏ 

2 لصب (7+51-)۶ ۔ 

3) احسب (1۷2) ۶ 

4) حل في المجموعة © المعادلة ذات المجهول 2 )z(=0:‏ /. 

5) نسمي 4 ٠‏ 8 » © صور الأعداد : 7+5- ٠‏ 7-51- . 2 و على الترتيب ٠‏ 


EÊ ١ 
. E ١ 
۸٠ عين العبارة المركبة للتحويل‎ )4 
)0:01,07( 2.معادا الدرجة الثالثة؛ المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجائس‎ | 
0 


E. 
٠ < عين لاحقة النقطة 6 صورة النقطة © بالدوران + الذي مركزه © و أحد أقياس زاويته‎ 


6) لتكن 1 النقطة التي لاحقتها -+1 .عين لاحقة النقطة ٤‏ حيث ۸82٤‏ متوازي الأضلاع ٠‏ 
(2-o)‏ 


(ze =z) 


7) لتكن ۴ النقطة التي لاحقتها 14-111 . نصع. 


أكتب ۷« على الشكل الجبري . 
أكتب س على الشكل الأسي . 
8) أثبت أن المستقيمين (4) و (/8) متعامدان. 


استنتج طبيعة الرباعي ۸8۴ . 
9 


1) أحسب (3-) / 
2) أحسب (31) ۶ 
ج للمتغير المركب 2 ( © ٠ط‏ وء أعداد مركبة ) حيث 


ا 


1. الحالة العامة : 
ليكن العدد المركب ((9) اء + (605)9) مع ۲ عدد حقيقي موجب تماما و ٩‏ عدد حقيقي . 
لیکن العدد المركب (( )510 ++( 05)4©) =« مع ٣‏ عدد حقيقي موجب تماما و © عدد حقيقي » جذرا 
نونيا للعدد 2 أي ”2-0 مع « عدد طبيعي أكبر من أو يساوي 2. 

1) بتطبيق دستور موافر أكتب ٠"‏ بدلالة 1 ٠‏ 


12 
2) بين أن “مرح ج يعني ( 8/2 = ۲ و دي = ۾ ).حيث ۸ عند صحيح 
n‏ 


ج 


كك ا AS‏ 4-0 و1ع» على الترتيب . 


يقبل « جذر نوني . 


ه الجذور النونية على الشكل الأسي . 


المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجاس (0:01,07). 


تمثيل النقط ,4 صور الجذور النونية ل 2 قي المستوي ؟ 


المرب 4+413 


E e 


التكميبية للعدة < 
2) أوجد الجذور a‏ 


کا نلوا إن معلم متهديد ى متجاس (0:01,07). 


المستوي النقط ,714 صور الجذور التكعيبية ل 2 + 


1) أحسب "(1-1). 

2) أكتب 1 على الشكل المثلثي . 

3) عين الجذور السداسية للعدد المركب 1 على الشكل المثلثي. 

4) أكتب الجذور السداسية للعدد المركب 1 على الشكل الجبري. 

5) أكتب العدد المركب 7 1 على الشكل المثلثي . 

6) باستعمال الجذور السداسية للعدد المركب 1 عين الجذور السداسية للعدد :8 على الشكل المثلثي. 

7) أكتب الجذور السداسية للعدد المركب 87 على الشكل الجبري. 

8) المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (0:01,07) ٠‏ 
مثل في المستوي النقط 1 صور الجذور السداسية 1 ثم مثل في المستوي انقط ۾ صور الجذور 
السداسية ل 87 . 


د 2 


حل مختصر تحليوا 
1 . بالتعويض نجد 0 (3/ )۲ و0 [3/:-) ۰۲ عند الحساب لاحظ أن ۴ 
يعد نشر العبارة نجد : 30 + ج/3 + * ج(ع+ 3) + ` +b‏ * جه > (ع) 5 . 3= (5.:) - )8( 
7 
بالمطابقة نجد ]= ٠ =-6 ٠‏ 24 = 3 30-18 و63- غ36 
ابقة +c 6a‏ 3 و : »)= (i)‏ 


ومعناء 1= م › 6-- 0 و21 <ء آي (21+ 62- 


حل المعادلة (3=0+:) هو 
تعيين الجذرين التربيعيين للعدد 3- 
يمكن استعمال المميّز المختصر . .- 


سيّز للمعادلة (21=0+ 62 


E NEE EA‏ في الحالة 18ج 4 فإن للمعادلة.. 


2 حلين مترافقين . 
2(=0) ۶ معناه |۷3 21- 2i‏ +3, 3ل١:-,‏ قلافاء 5 . 
ا ABE‏ يمكن إتباع طريقة حسابية لكن 
7 الإجابة بطرقة هندسية غالبا ما تكون ‏ 


اللقطة / وهي من محور الفواصل !: 7 


فك 0 و € 

ور الفواصل وبالتالي 
1©] هي قطر للدائرة ©. 
نظيرة (/ بالنسبة إلى © فإ 


بالدائرة © نت _ ل 


المركز / ١‏ بما 


ERAS 
HN 3 


arg (zc =z, )-arg(z; =z, )= (BE, 
aE إذن المثلث‎ 


موضوع موجه 


اا 7 

في التمارين الخاصة بالأعداد المركبة E De.‏ 
الأجوبة الطويلة (باستعمال الحسابات) ويكون عندئذ الحل ار 
رغم أن الأشكال الهندسية تكون غير مطلوبة عموما فإنه من المستحسن 
مراعاتها بهدف المراقبة والتحقق من النتائج المحصل عليها . 


اتمرين. بكالوريا 

ب عدد مركب غير معدوم ٠‏ 

أنشر العيارة [(»+1)1-!] . 

حل في مجموعة الأعداد المركبة © المعادلة التالية ذات المجهول > : 
+[-1+1(1-a)]z +ia+a=0‏ 2 . 


ترمز ب ,2 و ر2 إلى حلي هذه المعادلة حيث ,< هو الحل المستقل عن © . 


نفرض في هذا السؤال أن رأ = » حيث ١‏ عدد حقيقي غير معدوم . 


أكتب كلا من ,7 و رج على شكله المثلثي . 


1 


المستوي مزود بمعلم متعامد ومتجائس 


. (O u: 


(2-e) 


أن مبدأ المعلم 0 ينتمي إلى ,© ثم عيّن ,۴ . 


عند حساب المميز ۸ تجد "[(© +1) /-1] -4 - 
لكئابة , 7 على شكله المثلثي لاحظ أنه عدد حقيقي وميّز الحالتين موجب وسالب ٠‏ 
. 
العدد المركب < يمثّل بالشعاع 087 و ,< يمثّل بالشعاع 0۸ وتستنتج أن العدد 
ج يمثّل بالشعاع 7 وتجد في الأخير أن 2/. = 4/4 + 


تذكر أن | جا 


اج وأحسب (م2- 02( 


افي كل التمارين ينسب المستوي المركب إلى معلم 
متعامد ومتجانس ( 6:0 : ©) 
IE aT RR‏ يمضنا 


2ة- :د 2 + +5 


لوج من بين الأعداد المركبة التلية > عبن الأعداد المكتوبة 


على شكلها الجبري ٠‏ 


الشكل الجبري في 
كل من الحالات التالية : | 

ج لاحقة النقطة ۸ . 5 5 
ج لاحقة النقطة 8 . E TELET‏ 


ج لاحقة النقطة © . 

ل 4 نقطة من المستوي لاحقتها العدد المركب 

27 +1- = ؛ عيّن العدد المركب 2 بحيث تكون 
صورته 4 نظيرة النقطة 4 بالنسبة إلى ؛ 

مبدأ المعلم ؛ حامل محور الفواصل ؛ 
حامل محور التراتيب ؛ - المنصف الأول ٠‏ 


= 4چ . 


أ- أحسب 2×2 . 


ب - أكتب على الشكل الجبري العدد المركب z=‏ . 
8 

[[إإ نعتبر العدد المركب +2 - ج 

أكتب على الشكل الجبري العدد المركب ' 2 المعرف 

قترحة التالية : 


في كل من الحالات 


[[1] أكتب الأعداد المركبة التالية على شكلها الجبري ٠‏ 


1+i 5+5 ر‎ 4-6 
3-i 2 


1-i 


[ نعتبر العدد المركب 3+47- 2 


ا 
[Ê‏ أعط مرافق لكل من الأعداد المركبة التالية : 
24د 2 + ¡-3= 2 10/2-31د 2 ١‏ 


[7[] أكتب مرافق لكل من الأعداد المركبة الالية على 


الشكل الجبري ٠‏ 
(+1-1()2)= 2 ؛ 
ی 
EDET‏ 


z= (1+2) 


[17] أثبت أنه من أجل كل عند حقيقي 4 ٠‏ 


=cos 20 +i sin 20 


cos@+i sin@ 


cos@ =i sin 


|) بدون إجراء الحصاب برر أن ,2+ ,7 هو عدد حقيقي 

و وج - ,ج هو عدد تخيلي صرف . 

2) أحسب ,2 ٠<,‏ < ثم استنتج الشكل الجبري 

للعدد المركب ,2 . 

5[] حل في المجموعة © المعادلات ذات المجهول 2 
التالية (تعطى الحلول على الشكل الجبري) 

. (1-i)7 =3+ أ‎ 


-2+i =)1+1(2 -1-21 ب-‎ 


ج - 2= 3-42( 


ا 


ج2 


ا 
المعادلات ذات المجهول 7 التالية : 


2-1 - 
E E AE 


[ أكتب بدلالة 7 ٠‏ مرافق الأعداد المركبة 2 التالية : 


2+3 - 2 ب-(32+|)( + 2)- 2. 


عير مجم عة النفط 1 بحيث يكون العد 


يع 4 ٠ 8 ٠‏ ۲ , 7 أريع نقط من المستوي لواحقها 
عنى الترتيب 2+7- . /4+|- . 3+21 و 2-1 . 
برهن أن الرباعي ۸8€ هو متوازي أضلاع 

۰ ج و2 هی على الترتيب + لواحق فق 
)4(3 كلهم ,)0:2( C‏ 

عين لاحقة النقطة (/ حتى يكون الرباعي 12 ۸8€ 


متوازي أضلاع 
في التمارين من 21 إلى 24 المطلوب تعيّين الشكل 
الجبري للأعداد المركبة المقترحة . 


سه 2 


145 


5 (:2+3)+(3-1)= ,2 ؛ 
(:0-5-(:2+3 
3د : 
قل 2(1 + 6)3 - 
٤ 2 =(1-i)‏ 
(+1)(-1)= ,2 . 
zı =(1-)G+2)‏ 7( 2,=)4+3؛ 
'(نه-ة) ديه . 
(3-)(1+2i)‏ :2- 
( 21 +1-)(-4+3()2)= ,z؛‏ 
BNE)‏ 
[ حل في المجموعة © المعادلات ذات المجهول ج 
التالية : 


=+ 


= 2 +5- 3 ب 0= 3+1 


i-3 


2+7  ج‎ 


٠ 4‏ 8 و 6 النقط ذات اللواحق /2 +3 ٠‏ 1+3 
على الترتيب . 
- عين لاحقة النقطة / منتصف القطعة [ 18/] 


ب عين لاحقة المرجح © للجملة المثقلة 
إلى ©):(3-. ١ {(4.2):(B‏ 
17 ۸ > 8 و © ثلاث نقط من المستوي لواحقها على 


الترتيب 2+1 . 2-4 وم. 
عين لاحقة النقطة 7 حتى تكون النقطة 4 مركز تقل 
المثلث 8010 . 


[[[إنضع :5-2 
)١‏ أحسب (و2 

1 
55 
2) اسب (,علة-,ع) سل ۰ [رعرة ديوع ]سل 


5 Re[z,(,+z,)] 5 أ‎ 


د(عيعة)ساء 


2) لصب || ثم ستتع || 
3) المستوي المنسوب إلى معلم 
اعددین حقيقيين . مجموعة النقط 1 ذات اللاحقة العدد 
برهن أن + +-*بر- *- [(2) |az|=6 Re[/‏ . 
و(ا-2) m[/ (2)]=y‏ . 88 2 عند مركب غير موم . 
|4 -طويلة ۇغ ١ n‏ باستعمال البرهان بالتراجع ٠‏ أثبت أنه من أجل كل 
,2 ,و 2 و م2 هي على الترتيب » لواحق ٠‏ عند طبيعي غير معدوم 7 ٠‏ (ع) هلة م -("2) 909 
نقد (J3:1)‏ م ١‏ (لحوقلك) B‏ )0:2( © استنتج أنه من أجل كل عدد صحيح غير معدوم ۸ » 
.arg(z")=narg(z) .2 = (33‏ 
0 ) أصب |, :| و »| ٠‏ ماذا يمكنك أن تستنتج ؟ [آ | ج عدد مركب غير معدوم طويلته / و0 عمدة له . 
| 


| من أجل كل عدد مركب 2 ٠‏ نضع 
-22-(2) رحيث ار+ عد ع مع »و ر 


بيعة الرباعي ۸0€ ؟ جد الطويلة وعمدة لكل من الأعداد المركبة التالية : 
تعتبر النقط ۸ ٠‏ 8 و © ذات اللواحق 


. وه > عدد مركب غير معدوم طويلته ” و0 عمدة له‎ A1 


1) لصب |,2- وع| ,],ة- ,2| و جد الطويلة وعمدة لكل من الأعداد المركبة التالية ؟ 


1 
| ستنتج طبيعة المثلث ‏ 486 . 4 


nen [E] (E) 


| في كل حالة من الحالات المقترحة أدناه ؛ عين 
الطويلة وعمدة للعدد المركب 2 . 
في كل حالة من الحالات الئالية : عيّن مجموعة النقط ) 
أ 


نعتبر الأعداد المركبة 5-21= ,ج » /2+4 - رج 


ذات اللاحقة العدد المركب 2 
المقترحة . ات 
۰ ب 2 = 
7 
جب .|e}-2Re(:)=0‏ ج (siri co‏ 


عيّن ثم مثل مجموعة النقط 1 ذات اللاحقة 


+9 
ب | كمه بكوم 
3 


د كوو :- حك موك ج . 
6 6 


!!!في كل حالة من الحالات التالية مثل مجموعة النقط 
ذات اللاحقة العدد المركب z‏ الذي يحقق المساواة المقترحة 


7 (+) 1 


-/2-0/2-12 


1) أحسب *ه ثم “ي . 


في التمارين من ١|‏ إلى | المطلوب كتابة الأعداد 
المركبة المقترحة على شكلها المثلثي : 
2 


,22 
د لے 
2-3 


أكب قاعدة بسيطة لكتابة على الشكل المثلثي الأعداد 


احقيقية ثم قاعدة بالنسبة للأعداد التخيلية صرفا . 


E 

الشكل المثلثي . 

3) 'دتب على الشكل المثثي ا A‏ 
2 عد مركب ہے ۷6+ 2ل 

2)1-i) 


أحسب كلا من الأعداد المركبة الثالية : “2 ؛ 
و" 2 تعطى الائ علي الدكل الجبري . 


لي نشئ في المعلم 0) النقط ۸ ۰ 8 ۰ € و 1 
صور على الترتيب للأعداد المركبة التالية : 


سے 


2 


147 


E PK‏ ا 


3 7 
التالية : "م6 ؛ 2 مكل ؛ EBES e‏ 

[07| أكتب الأعداد المركبة التالية على الشكل الأمتي . 
ET = 3 - 3 42, 2-2-2‏ 


[[ أعين شكلا ا لكل من الأعدد المركبة لتاية . 


مكدو . 

7" بقراءة بيانية » جد الكتابة 1 
الأمتية للواحق النقط ۸ . 8 ٠‏ .أ . 
2٠١ ©‏ و £ الممثلة في 000 


اه ١-2‏ أ (قل +( =2 ؛ 
)ع ؛ (كض كم أة 


[[] في كل حالة من الحالات التالية أكتب العدد المركب _ 
على الشكل الأمئي ثم استنتج الشكل الجبري لكل من 2 
1 


3 


ب 0 و+ ج22-5: 
د 3=0+ 22-22. 
ودا0ء3وتج . 


ات المجهول 2 التالية: 


126+ 050(zء)2-‏ 2 حيث 0 عدد حقيقي . 
د 0= +١‏ 0(2 )2-2 حيث 0 عدد حقيقي . 


حل في 


(iz +3i + 3)‏ . 
)١ ][[‏ جد في المجموعة © الجذرين التربيعيين للعدد 


المركبة 2/0/3 -2 = .1 


2) حل في © المعادلة ذات المجهول ± 


ais +i كل‎ 3-0 


[ال] 1) عبن العدد الحقيقي “د حيث : 


. (r +2) =-3+4i 


*© الجملة ذات المجهول (ر2,:2) التالية : 


00 


2) حل في مجموعة الأعداد المركبة © ٠‏ المعادلة ذات 
المجهول 2 : 1 


0= نجلا 3-4(2)- 2 . 


1) عيّن العددين الحقيقيين © و 8 بحيث : 
=5-12i‏ )8+( . 


2) حل في € المعادلة ذات المجهول 2 : 
i2? -(1-2i)z +2(1+i)=0‏ . 


التكن في مجموعة الأعداد المركبة © » المعادلة ذات 
المجهول ج التالية : 
+(/3-1)+(¥3+1)i =0‏ ]3+1+2[ -*. 
صب (3-1) . 
ب - حل في € ٠‏ المعادلة المعطاة . 
أ- أحسب )3+3( : 
ب - حل في مجموعة الأعداد المركبة © المعادلة ذات 
المجهول 2 التالية : 4=0+ )+33( + :2 
1 - جد الجذرين التربيعيين للعدد المركب : 3+41 ٠‏ 
2 - حل في مجموعة الأعداد المركبة © ٠‏ المعادلة ذات 


المجهول < التالية :0= 201 +9+ 2( /2)1+2-*2 ٠‏ 
8 التحويلات النقطية المألوفة . m=‏ 
“7 التحويل النقطي في المستوي يرفق بكل نقطة 


1 ذات الإحداثيتين ( ر )» النقطة ' ۸4 ذات 
الإحداثيتين (' :' *) حيث : 
3x +2y +1‏ ا 
برة- 5=" 
1) عبن إحدائيتي صورة النقطة (1:1-) ۸ ٠‏ 
2) عبن إحداثيتي سابقة النقطة (2:3-) 8 ٠‏ 
3) عيّن مجموعة النقط الصامدة بالتحويل 7 ٠‏ 


| 7 التحويل النقطي في المستوي يرفق بكل نقطة 
1 ذات الإحداثيتين ( ر *)؛ النقطة ' ۸1 ذات 
3x +4y -2‏ 


الإحداثيتين (' لر «) دار مدع 


صورتها بالتحويل 7 فإنَ منتصف القطعة [' //4/] ينتمي 
إلى مستقيم ثابت ٠‏ 
4) استنتج طريقة هندسية لإنشاء النقطة ' 44 . 
BC‏ مثلث . 
€ م و © صور ۰۸ 8 و © على الترتیب 
بالانسحاب الذي شعاعه ۸8 . 
٠7‏ زو × صور 4 ۰ 8 و © على الترتيب 
اب الذي شعاعه 8€ . 
أثبث أن © ي منتصف القطعة [ ©/] . 


ك و 4 مستقيمان من المستوي معادلتاهما على 
لترتيب 5-0- 2+ ×3 و1-0+ 38-2 . 
أكثب معادلة لكل من صورتي المستقيمين 4 و 4 
بالاتسحاب الذي شعاعه (3-:2) 4 . 

48€ مثلث في المستوي الموجه حيث 
(BA.BC‏ . 


'4 و' © صورتا على الترتيب للنقطتين ۸ و © 
بالدوران ” ذي المركز 8 والزاوية 3 

"4 و" © منتصفا القطعتين [ 18 4] و[ 8€] على 
الترتيب . 

أ الجن شكلا:. 

ب بيّن أن المثلثين ۸8€ و" 86" ۸4 متشابهان . 


[# في المستوي الموجّه ٠‏ //14/ هو مثلث متساوي ٠‏ 
الساقين وقائم في ۸ حيث =( 177 577) . 
١,‏ مرجح النقطتين المتقلتين (4,2) و (1-, ۸) . 
8 نقطة متمايزة عن النقط ۸ ٠ 44 ٠‏ ل و ,لل 
1 صورة المثلث , ۸14 بالدوران ذي المركز 8 

5 


والزاوية -. 


2 
أنجز شكلا . وبرهن أن المثلثين /1817/ و ۲ متقايسان . 

(۸) مستقيم ثابت . ۸ نقطة ثابتة لا تنتمي إلى 
المستقيم (۸) . من أجل كل نقطة ۸1 من ()؛ نرسم 
النقطة ١‏ منتصف القطعة [//] . 
ما هو المحل الهندسي للنقطة ١‏ لما تتغير النقطة 1 على 
المستقيم (۸) ؟ 

(©) دائرة ثابتة قطرها [۸8] . 72 نقطة متغيرة 
من الدائرة (©) حيث (۸ + M1‏ و8 * 34 ) . 
لكل نقطة 4/ نعين © مركز ثقل المثلث ۸8۸11 . 
ما هو المحل الهندسي للنقطة 6 لما تتغير النقطة 4/ على 
الدائرة(©) ما عدا 4م و8 ؟ 

8 مثلث قائم في ۸ . لكل نقطة /1/ من القطعة 
[8] نعين ,1 نظيرة 11 بالنسبة للمستقيم (8//) 
ونعين 11 نظيرة 14 بالنسبة للمستقيم (46) ٠‏ 

1) برهن أن ۸ هو منتصف القطعة [ ٠ ]⁄, ۷M,‏ 
2) ما هو المحل الهندسي لكل من النقطتين ,14 و 4 لما 
تتغير النقطة 14/ على القطعة [©8] ؟ 

7 التحويل النقطي في المستوي يرفق بكل نقطة 

1 ذات الإحداثيتين ( نر : :)ء النقطة ' 44 ذات 


الإحداثيتين (' ر *) ٠‏ 
في كل حالة من الحالتين التاليتين » عين طبيعة التحويل 1 


مبيّنا عناصره المميّزة 
0 
277+ = 


|| أكتب العبارة المركبة للانسحاب الذي شعاعه 
(1:2-)4 . 
أت : أكتب العبارة المركبة للتحاكي ذي المركز 0 مبدا 
التعلم وتشيكه 3 . 

| © نقطة لاحقتها العدد المركب 1-4-©6. 

1 

عين العيارة المركبة للتحكي ذي النسبة -- والمركز ©. 

أكتب عبارة مركبة للدوران الذي مركزه 0 مبدأ 


المعلم وزاويته > . 


6 
۲ تحويل نقطي في المستوي يحول ( 2) 14 إلى 


0423+ 


. 8-i مو‎ =-2+3 


| -- عن نسبة التحاكي // ذي المركز © والذي يحول / 


عن مستقيم الذي ينطبق على صورته بتحويل » 
برهن أن المستقيم الذي يشمل النقطة © ومعامل توجيهه 
2 هو صامد إجمالي » ثم أكثب معادلة له . 
[5] ۸ و8 نقطتان من المستوي لاحقتاهما 


1 2 
(+1)>= 4 ,و كد 3 


عين زاوية الدوران الذي مركزه مبدأ المعلم © ويحوّل 
4 إلى 8. 


إل » هر التحويل في المستوي الذي يرفق ب6 
ذات الإحداثيتين ( ر, ) ٠‏ النقطة ' 16/ ذات الإحد 
( ر ) حيث : بود 1 داع و2- جردا برا 
نضع لأ+ ×= ج و' بزعا ×='ج. 
أ- أكتب ' ج بدلالة 2 . 

ب - ما هي طبيعة التحول / مبيّنا عناصره المميّزة ؟ 
١ [‏ هو التحويل في المستوي الذي يرفق بكل نقطة 14 
ذات الإحداثيتين ( ر, ») ٠‏ النقطة ' 11 ذات الإحداثيتين 


( 2 ) حيث : كد 2ا وه ردا ر ا 
أ ما هي طبيعة التحويل / ؟ 
ب - أكتب الغبارة المكبة للتحريل ۽ ؛ 


١‏ حل في المجموعة ”© الجمل ذات المجهول 
التالية : 
2+ 32 
E‏ 


25+21 2+ 1 
ب : 


2 


2 +2 '=1-2 
2iz +z '=2i 
إعاج- هق‎ + 


أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 * 
“نجل 
E‏ 
5 1 
[57] بر أن العددين )+1( | لجا ] حتقيد . 
[1]5) أكتب على أبسط شكل الأعداد المركبة *1 , 47 , 


i 


AS 


2) بين أنه من أجل كل عدد طبيعي ‏ » = 81م 
واستنتج 1 . 
!11 في كل حالة من الحالات التالية , مثل مجموعة النقط 
4 ذات اللاحقة العدد المركب 2 الذي يحقق المساواة 
المقترحة . 
.Re(z)=-3 |‏ 
ج .Re(z)=Im(z)‏ 
د 0 2- .[Re(z +1) -Im(z‏ 

ج عدد مركب . ۸ ء 14 و' 1 نقط من المستوي 


ب z(=2)صا‏ . 


ج على الترتيب . 
تين مجموعة انط 6 حتى تكون النقط ۸ , 44 و3 4/4 


لراحقیا 1 » 


في استقامية + 


م كثير حدود للمتغير المركب 2 والمعرف بب : 
(-2+3i)2* +(13-i)z -6-167‏ 01 


المركبة ¡ 1 » +1 ما هي الجذور لكثير 


ا 


ات ن م يقبل جذرا حقيقيا يطلب تعيينه . 

ر حدود للمتغير المركب > والمعرف ب : 
3= جيه 7)+: :(1-5) + -(2)م 
؛ اقبت أن م يقبل جذرين تخيليين صرفا يطلب تعيينهما . 
) تحقق أن العدد المركب (1+1-) هو كذلك جذرا ل م. 


8 و € نقط من المستوي المركب لواحقها 
3- و 3 


BR 
0 
عين لاحقة النقطة 6 مرجح الجملة المثقلة‎ )1 
. ((4.:(8 ((2-تع)2.‎ 


2) عين مجموعة النقط 30 من المستوي التي يكون من 
أجلها 25 = * 20M‏ 


. AM? +2BM? 
ذاث اللاحقة‎ 1) 


النقطة 


0 


2 


1) عبر عن ' × و' تر بدلالة و لر . 
١ )2‏ هي مجموعة النقط 1 بحيث يكون ' 2 حقيقيا . © 
برهن أن 1أهي متحني دالة :/ يطلب تعيينها . 


+ = ج عدد مركب مع »و لر عددين 
احقيقيين . نضع 2+31+ 7 


1) أحسب بدلالة “د و ر الجزء الحقيقي والجزء التخيلي 
للعدد المركب © . 


2) حل في € المعادلة 0= , ذات المجهول ج . 
| + ×= ج عند مركب مع + و لر عددين 
. نضع 3-21 
1) أحسب ©-» بدلالة × و لر . 


.a=iz +z 


2) برهن أن : ' النقطة ذات اللاحقة » , تنتمي إلى محور 
الفواصل " تكافئ * النقطة ذات اللاحقة ‏ تنتمي إلى 
المستقيم ذي المعادلة 2 

انضع + ۲ مع د وار عددين حقيقيين , 
نرفق بكل عدد مركب ج العدد المركب © حيث 
2+6i‏ 
1) أحسب بدلالة × و ر الجزء الحقيقي و الجزء التخيلي 
للعدد المركب ». 


.a= 


2) هل يوجد عدد مركب 2 يحقق 2= ©. 
1 في المستوي المركب لاحقة النقطة 11 هي العدد 
المركب + ×= ج مع “داو ر عددين حقيقيين ٠‏ 
نرفق بكل عدد مركب 2 يختلف عن 1 , العدد المركب 


+ 2 عبر عن 1+1 بدلالة 2 و‎ )١ 
برهن أن * .ا هو عدد تخيلي, صرف * معناء أن" /ي1‎ )2 
. ” هي نقطة من دائرة باستثناء نقطة‎ 
حل في‎ , > +2 = 28٥) ( تعمال الخاصية‎ m 
: المعادلات ذات المجهول 2 التالية‎ ) 
. 2 =2 -2+61 | 
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هي مجموعة نقط القرص ذي المركز 0 ونصف 


لقطر النقطة 0 


عين مجموعة الثقط 


1 لما 1 تمسح المجموعة 


7 لما 14 تمسح القطعة 
-ستقيمة |[ 04] باستثناء النقطة 0 


7[ من أجل كل عدد مركب 2 يختلف عن | 


1 
+= عر ۷+ ×2 مع بار ×و ۲ 
أعداد حقيقية ٠‏ ۸ نقطة من المستوني المركب لاحقتها 
العدد ج 


)١‏ صب × و ١‏ بدلالة و لر 


2) برهن أن مجموعة النقط ۸١‏ بحيث يكون 7 حقيقيا 
هي مستقيم باستثناء نقطة . 


3) برهن أن مجموعة نق 16 بحيث يكون 2 


صرفا هي دائرة باستثناء تقطة . 3 
بكل عدد مركب 2 يختلف عن /2- ١‏ العدد 
+22 
ع ا 
وت 2 1 
تضع + =١‏ > و /1/ نقطة من المستوي المركب 
لاحقتها العدد ج . 
ب 2+ +3y‏ »2 :2 
1) برهن لن ڪچ Re(Z)=‏ 
TO)‏ 
4+ 2+ × 
جتخحتت - (2)م . 
+)y +2(‏ × 6 


2) استنتج طبيعة المجموعتين 2 و ۴ بحيث . 

٤‏ هي مجموعة النقط 14 حيث 27 حقيقي ؛ و ۴ هي 
مجموعة النقط 11 حيث 2 تخيلي صرف . 

3) أنشئ المجموعتين 8 و ۴ 

[] 41:4 و ' 44 نقط من المستوي المركب لواحقها 


على الترتيب / . 2 و' 
ترفق بكل نقطة 44 تختلف عن 4 النقطة ' 44 حيث : 


3 


م 
1) عين النقط 14 التي تنطبق على صورها ' 44 ٠‏ 
=e)» + -2y (‏ 


2) برهن أن 91 Re(2')=‏ . 


TE 
مجموعة النقط 14 التي تكون من أجلها‎ ٠ © استنتج‎ )3 
٠ تنتمي إلى محور التراتيب‎ 4 ' 
)3« أنشئ المجموعة © (وحدة الرسم‎ 
جع ج¿ عدد مركب حيث 1 * 2 و × لا‎ + 
٠ عددان حقيقيان‎ 


انعتبر العدد المركب ./ حيث 


RL 
2-1 

٠ أكتب العدد المركب ,/ على الشكل الجبري‎ )١ 

2) عين مجموعة النقط 4 ذات اللاحقة > التي يكون 


من البلهات ا 
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3) يرهن أن مجموعة النقط 14 ذات اللاحقة 2 التي 
يكون م أجلها £ تخيليا صرفا هي دائرة باستثناء نقطة 
يطلب تحديد مركزها ونصف قطرها . 

[[[[ > عدد مركب يختلف عن 1 ٠‏ صورته النقطة 
4 في المستوي المركب ٠‏ 

ا و ' 0 صورة العدد المركب 1 . 


النقط 14 في كل حالة من الحالات التالية : 


عين مجموعة 


|. بكون £ عددا حقيقيا . 


ليا صرفا . 


ب - يكون 1 عددا 
لتقط 0 ٠‏ 44 و ' 14 في استقامية . 


3 طويلة رعصدةصد مركب,. ا 
[ با في الستري المنسوب إلى المعلم ( 7:/: 0) 


نتر التقط 4 ٠‏ 8 و © ذات اللواحق 10/2 - 4ه , 


3ه 1١‏ 
كك - » على الترتيب . 


© و‎ 8 ٠ ۸ عبن لاحقة النقطة © مرجح النقط‎ |١ 


٠ )‏ (6ل +1) و (6/ -1) على 


الرققة بالمعاملات ( 


النقطة 6 مركز الدائرة المحيطة بالمثثث 


4 
١ ١" )[1[‏ عددان مركبان غير حقيقيين » نضع : 
u =0‏ 
1-١‏ 

ارهن أن : * 2 حقيقي ' يكافئ 1= |١|‏ 


۵ عددان مركبان حيث 1= ]م - |د| 


عبر عن أ بدلالة 4 و ٠‏ استئتج أن العدد 2 حقيقي . 


|113 ج عند مركب . 4 و 44 تقطتان من المستوي 
المركب لاحقتيهما 1-7 و < على الترتيب . 


سے 7 


© هي مجموعة النقط 1 التي يكون من أجلها 
-1+i)( -1+)=2‏ 2( . 

1) تحقق أن المبدأ 0 ينتمي إلى المجموعة © . 
2) عين المجموعة © ثم أنشئها . 


1) أحسب 2.( 86)2: (10)2 و |2| بدلالة » و ر. أ 
2) عين المجموعة ,ا للنقط ۷ بحيث يكون 1-|2| . 
3) عين المجموعة ,ع للنقط 14 التي يكون من أجلها 
2 تخيليا صرفا . 

4) أرسم المجموعتين ,۴ و يا وعين نقط تقاطعهما . 
!]| » عدد مركب غير معدوم طويلته / و0 عمدة له. 
نعتبر العددين المركبين أ = ,ج و > رج 

1) أحسب بدلالة ” و © الطويلة وعمدة لكل من العددين 
المركبين ,2 ور2. 

2) حدد 7 و0 حتى يكون ,2 و ر2 مترافقين . 

7[ 4 ؛ 8 و © نقط من المستوي لواحقها على 


, 2= رجو أ-1-=رج. 


3) استنتج طبيعة المثلث ۸8€. 
أكتب على الشكل المثلثي العدد المركب : في كل 
حالة من الحالات التالية . 1 


ا (-1)= عء 


ج (نحقل)( علد ١‏ 
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3 
E 
6 1 


1) أكتب ت على الشكل الجبري ثم 


7١١!‏ أكتب على الشكل المثلثي العدد المركب 2 في كل 


استلتج ملويلته وعمدة 


2,2 وا 


2 3 
1) أحسب الطويلة وعمدة للعدد المركب zk,‏ 
2) عين قيم العدد الطبيعي ١‏ التي يكون من أجلها العدد 


"(22- ,ج) تخيليا صرفا . 


7[ تبر اسد هرب 2213| - 
2 


1) أحسب 2 ثم عين الطويلة وعمدة للعدد المركب ج . 
2) عين الطويلة وعمدة للعدد المركب ج . 


ج ٠١‏ » و ۷ أعداد مركبة حيث 


(تلجى) 1+( 3 +3) = ع › 3 3+1= u‏ 


ولد 
u‏ 


1) أكتب ۷ على الشكل الجبري . 
2) عين الطويلة وعمدة لكل من الأعداد المركبة Vol‏ 


.zو‎ 


3) اسنتج یہ و ماو . 


12 12 
4) أثبت أن العدد "” 2 تخيلي صرف . 
7 يعطى العددان المركبان 
2+3= ,2 و2+1دية ٠‏ 
+ على شكله المثلثي ٠‏ 
2( کب هد سرعب[ اة على شه لجرو 


5 - الشكل الأمتي لعدد مركب غير ت ا 


9 
33 حم اا رد 


٠ أكتب لت على الشكل الجبري‎ ١ 
2 


3 بتكأ)١‎ 


.b=-i a= 


1) أكتب على الشكل الأسي كلا من الأعداد المركبة © » 


a 
اوک‎ 
b 


كتب العدد > على الشكل الجبري . 
0 ي 


7 x 
+ يمتين المضبوطتين للعددين 0052 وح دزی‎ 


0( + عدم (2لجقل) . 


المستوي المركب منسوب إلى المعلم ( ۷:: 0) 


رسم «4). 
حبر النقط 4 , 8 , © و 0 ذات اللواحق على الترتيب 
3 


3 م 3+3 


]) لكب ٠‏ على الشكل الأسي و 4 على الشكل الجبري . 

8 ,© و 2 في المعلم ثم برهن أن 
عي 0۸€8 هو معين . 

0 © عد حقيقي . 


عبن الطويلة وعمدة لكل من الأعداد المركبة التالية . 


ge 


) مان النقط ۸ 


+ z, = cos @ +i sinê ١ 
. 2, sin =i cos@ 
: اثر السد المركب > حيث‎ 
2sin a ti sin 26 
. ]0:2[ مع © عدد حقيقي من المجال‎ 
. + عين حسب قيم العدد © الكتابة الأمتية للعدد المركب‎ 


= 


15% 


ب - استنتج الطويلة ١‏ وعمدة » للعدد المركب ج بدلالة 6 | 

2) جد » بدلالة 0 الطويلة وعمدة للعدد المركب 
Lt cos +i sin@‏ _ 
 cos@+i sinê‏ 


4 
1) برهن أن 0= 8+ 1+۸4 و1=0+ ۸8 . 
استنتج أن ۸ و 8 هما حلان للمعادلة 1=0- ×+ ». 


2) بين أن 7= “2 ثم عين ۸ بدلالة وون . 
2r 2 5‏ 
3) حل المعادلة 0 =1- +١‏ × واستئتج قيمة EO‏ 
a 3 (0 03‏ 
لنذا مم IRL)‏ 
sin‏ 
10 
غ ا 1 
2) أحسب المجموع 5 م+ 5 م+ 5 م+5 +| . 


2) عين قيمة لكل من المجموعين 5 و 7 حيث 


5 E 
ا[ في المستوي المركب  نرفق بكل نقطة 8/ ذات‎ [ 
اللاحقة العدد المركب غير المعدوم 2 , الئقطة 4 ذات‎ 


١ء‏ أكتب 2 على الشكل الأمتي . 
ب - 2 عدد مركب غير معدوم مسلى . هل بی ا 


عدد مركب ,2 يحقق 


2) نفرض أن 1= |:| ٠‏ 0 
أ تعطى النقطة «١‏ أنشئ النقطة 44 ٠‏ 


3) 4 مجموعة نقط نصف مستقيم مبدأه 0 » ياستثناء 0 
آ- عين مجموعة النقط 1 عندما «7 تمسح المجموعة 4. 
ب - عين مجموعة النقط ١‏ عندما تمسح 14 المجموعة 4. 


الكتابة الأسيّة لكل من العددين المركبين 2 و 2 : 
“مر جو pe“‏ = 2 . 

1) عبر عن م و6 بدلالة 7 و » على الترتيب . 
2) نرمز ب © الدائرة ذات المركز 0 ونصف القطر ٠1‏ 


4 النقطة ذات اللاحقة 1-1 . 


غين مجموعة النقط 14 لما النقطة 7 تمسح الدائرة ©. 


مجموعة النقط 14 لما النقطة ١‏ تمسح نصف 


ل تستقيم (04] . 


لدالة / المعرفة على ]4 +:0] ب : 


کا 


/ متزايدة تماما وعين صورة المجال 


+:0] بواسطة الدالة ‏ . 


ب استنتج أنه من أجل كل نقطة 7# من المستوي , 
النقطة /1 تنتمي إلى قرص يطلب تعيينه ٠‏ 


اا[ نعتبر قي مجموعة الأعداد المركبة © المعادلة 


[i(2 
. تحقق من أنّ 7 حل لهذه المعادلة‎ .1 
. استنتج الحل الآخر وأحسب طويلئه وعمدة له‎ .2 
المعادلة‎ ٠ حل في مجموعة الأعداد المركبة‎ )1 [[ 
: ذات المجهول > التالية‎ 
.2 +)5-3 (2 هسه‎ =0 
. نعيّن 4 و 8 صورتي الحلين لهذه المعادلة‎ )2 
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أ عيّن لاحقة النقطة © التي تحقق 

. GO +GA +68 -6 

ب ماذا تمتل النقطة © بالنسبة إلى النقط ۸ 8 
والميدأ © للمعلم ؟ 

8 ددع 

في مجوعة الأعداد المركبة ©» المعادلة ذات 
المجهول ‏ التالية : 0= “م ز+ ع( + ه)ه- ج » 
حيث » عدد مركب طویلته ‏ و0 عمدة له . 

1- حل المعاذلة المعطاة . 


2 - أحسب الطويلة وعمدة لكل من الحلين بدلالة , و 0. 
3 - حتد ۲ و 9 حتى يكون الحلآن مترافقين . 
كم 

نعتبر في مجموعة الأعداد المركبة ©؛ المعادلة ذات 
المجهول: 0= »+ ج(1-162)+2 22 ؛ حيث © 
عدد مركب معطى . 

1) جد مفكوك ”(» +1) ثم حل في © المعادلة المعطاة . 


2) بوضع (ندقل)للا-ه احسب الطويلة وعمدة 
لكل من حلي المعادلة . 

|141 ۶ عدد حقيقي موجب تماما و6 عدد حقيقي . 
> عدد مركب طويلته ۲ و0 عمدة له. 

1) حل» في مجموعة الأعداد المركبة © المعادلة ذات 


المجهول 2 التالية : ١‏ 
-az +a" =0‏ 2 . 
2) عبر بدلالة , و0 على طويلتي الحلين وعمدتيهما ٠‏ | 


١ في مجموعة الأعداد المركّبة© المعادلة ذات‎ mm 
: المجهول 7 الثالية‎ 
حیث‎ . )1( ... 2-11 sin 20) 2 + sin20=0 


0 عدد حقيقي . 
1) حل المعادلة (1) من أجل =9 ٠‏ 


2) أحسب بدلالة © حلول المعادلة (1) . 


لكين (ط+ + 2()2- 16=)2- يوبا . 
1) حل في مجموعة المركبة € المعادلة ذات المجهول 2 1 

التالية : 0= /15- 9+ ±(7-4) z+‏ . نه بعاد 

ترمز ب ,2 إلى الحل الذي له أكبر طويلة!: | نضع من أجل كل عد مركب ج ١‏ 
ا ل - (ةلتج)هجة (نجقل) ودنع 70-2 

أن “مج يكون عددا إذا وفتر بن 1) تحقق أنه من أجل كل عدد مركب > ۽ 


3) # عدد طبيعي. 
كان » 7 قابلا للقسمة على 4 . (4+ عقل- *ع)ز(نه- »)د رع)م 
e.‏ 2 2) حل في © المعادلة 0-(2) م . 

ل 

اعد ر إل 1) حل في © المعالة 0دا+ + 22 . 
175[ 1) حل في مجموعة الأعداد المركبة 0+ كلا من 2) استنتج , في © , حلول o‏ 
معادلتين : 5=0+ 22-22 ؛ IB‏ 

ES a 


0= 5+23+ 3)2 +2(1 
”) قي المستوي المزود بالمعلم (oui)‏ نعتير النقط 
لم 8٠‏ :© و2 صور الأعداد المركبة 1+21 » 


143# » 1-2 و 3-1 +1 على الترتيب . تم سر : 
- 522+ *192- 2=( )م حيث 2 عند مركب. 


أحسب "يرجي + + يردي 


أ ما هي طبيعة المثلث ۸8٣‏ ؟ 
أكتب معادلة للدائرة © المحيطة بالمثشث 486 . )١‏ عين عددين حقيقيين © و 8 حتى يكون من أجل كل 
عدد مركب 22 

. p(2)=(z + عه‎ +b)(z” +42 +24) 


ی أن النقطة 7 تنتمي إلى الدائرة © 
د - شئ © والنقط ۸ ٠ 8 ٠‏ © و 2 في المعلم 


المعطى . 2) حل في © المعادلة 0-(2) م . 
577753 © عدد حقيقي معطى . [51[] 1) حل في © المعادلة 1-0-*2 . 


22 +1 


|| حل في © المعادلة (0+1-0:)82 مزو 2-22 . 
2 في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد 

وء نجاس (:17: 0) , نعثبر النقطتين BA‏ [[ ا من أجل كل عدد مركب ج »لضع : 
لاحقتيهما حلي المعادلة (£) 261+ 902- 382+ P(7)=2"-102°‏ . 


عين قيم العدد الحقيقي 0 التي يكون من أجلها المثلث 1) ۾ عدد حقيقي . عبر بدلالة » عن الجزء الحقيقي 


2) استنتج » في © لول دة 1= | 


8 متقايس أضلاع . والجزء التخيلي للعدد المركب (14) م ٠‏ 

[771] في المجموعة © نعتبر المعادلة () : 2) عين قيم 4 التي يكون من أجلها 4(=0:) م ٠‏ 
16=0- 1 3) عين عددين حقيقيين + و © حتى يكون من أجل کل 

1) برر أن العدد 2 هو حل للمعادلة (£) . عد مركب 2 , (ع+ 52+ *)(2(=)2+9) ۰2 

2) جد العددين الحقيقيين » و 8 حتى يكون من أجل ل 4) حل في © المعادلة 0=() 2 ٠‏ 

عدد مركب 2 » 
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[77] حل في مجموعة الأعداد المركية © المعادلة ذات 
E‏ اا كا 

2-1-1 : 

EH [E] 

1) اكتب على الشكل المثلثي العدد المركب (1-1-) ٠‏ 
2) حل في مجموعة الأعداد المركبة المعادلة ذات 
(1-3i)z +3+i‏ 

-i 


المجهول ج التالية + >= 


3) رمز بالرمز ,ج لحل المعادلة السابقة الذي له أصغر 


0 


لصب العدد المركب |د | وأكتبه على الشكل 


اجل كل عدد مركب /2 * ج 


„S++, 


( )1 بحيث ت 
i2 +2‏ 


1) جد الأعداد المركبة ج بحيث : 2 - ( 2) ١2‏ 

أكتب هذه الأعداد على الشكل المثلثي ٠‏ 

2! في المستوي المركب لتكن النقطة 1 التي إحداثياها 

) ولاحقتها ج 

- أكتب على الشكل الجبري العدد ( )1 ٠‏ 

- عيّن الطبيعة الهندسية و العناصر المميّزة لمجموعة النقط 

التي لاحفتها ت بحيث يكون ( 7) ./ عددا تخيّليا صرفا. 

1 تدم‎ [E 

نعتبر كثير الحدود 7 للمتغيّر المركب 5 المعرف كما يلي: 
+(1=1)z -2+2i‏ نهد .P(z)=t‏ 

1) أحسب (1) ۲ ؛ استنتج كثير الحدود ( ) © من 

الذوجة الثانية بحيث يكون من أجل كل عدد مركب 2 : 


(عملدع) درام 


2) حل في مجموعة الأعداد المركبة © » المعادلة ذات ِ 
المجهول 2 : .۲)z(=0‏ 
3) التقاط 4,ء 8 و © صور حلول المعادلة 0 >( 2) 
في المستوي المركب. 

ما هي طبيعة المثلث 486 . 

تدم 

ليكن كثير الحدود ( 2) 7 للمتغيّر المركب 2 المعرف كما 
يلي : ¡5- ع( ن5+4) + *ع(4+1)-::د(ع)م, 
1) تحقق من أن 0-(7)2+8 ؛ جد كثير الحدود 

( 2) © للمتغيّر المركب ج حتى يكون من أجل كل عدد 
مركب : () 2-2-1(.9)-(5)2. 

2) حل في مجموعة الأعداد المركبة © ٠‏ المعادلة ذات 

.P(z)=0 : 2 المجهول‎ 

3) لتكن ۸ 8 و © صور حلول المعادلة 0<( 2) 7 
في المستوي المركب حيث ۸ صورة الحل(2+1) . 

جد إحداثيات النقطة (/ حتى تكون النقطة ۸ مركز ثقل 


نعتبر كثير الحدود ( 2) 7 للمتغيّر المركب + المعررف 
كما يلي : 

.P(2)=2-(3+i)2+(4+i)z تم‎ -4 

1) أحسب (2) ۴ » جد كثير الحدود ( ) © للمتغقر 
المركّب 2 بحيث يكون من أجل كل عدد مركب 2 : 

۰P (z)=(z2 -2).0 (2) 

2) حل في مجموعة الأعداد المركبة © » المعادلة ذلك 
المجهول 2 : 2(=0) ٠۶‏ 

3) في المستوي المركب لتكن 24 8 و © ,صور حلول 
المعادلة 0= ( ج) ۶ . ما هي طبيعة المثلث. ABC‏ 


[E‏ دح 


نعتبر في مجموعة الأعداد المركبة المعادلة (2) ات 


1) أثبت أن المعادلة (8) تقبل خلاً حقيقيا ,2 يطلب 
2) حل في المجموعة € ٠‏ المعادلة ( 8) . نسمي ,± 
الحل الذي جزئه التخيلي سالب و ج الحل الثالث. 

3) في المستوي المركب لتكن النقط 4,: 8 و © التي 
احقها على الترا 


اثيتي النقطة 6 مرجّح النقط 8۸ و © 


المرفقة بالمعاملات: 2- ٠‏ 3 و1 على الترتيب . 
-. عيّن المجموعة ي6 للنقط 1 من المستوي حيث : 
.-2MA? +3MB? + MC? =9‏ 


ر عة الأعداد المركبة © المعادلة ذات 


.2"- (1+2) + (1+2 


أن هذه المعادلة تقبل حلا تخيّليا صرفا يطلب تعيينه 


ب - حل في © : المعادلة المعطاة . 


7 «أعداد المركبة والتحويلات النقطية . 


)كل ب:,2اء وج ورج إلى حلول هذه المعادلة ؛ 
' + 8 و © صورها في المستوي › على الترتيب - 


مركزه مبدأ المعلم 0 


؛ يحول التفطة 8 إلى النقطة © . 


ب س عيّن صورة بهذا الدوران للمستقيم ۸ شعاع توجيهه 
«داحيث :لك م 

َإَ[] لعتبر العددين المركبين 5ل 34+4- غ١‏ 
/3+3ل +2 دم 

٠ 4‏ 8 و € نقط من المستوي لواحقها © ٠‏ 6 و 8 
على الترتيب . 


صم 


1) بين أن المثلث 480 متساوي الساقين › ثم عَيّن 
ى2 لاحقة مركز ثقله ‏ 6 . 

2) لیکن © و ۸/ عددين مركبين وليكن 7 التحويل 
النقطي في المستوي الذي يحول ( 2) 34 إلى 


M '‏ حيث 7 + جه 


أ-عيّن » و حيث يكون 6-(0) 7و 
.T (4)=C‏ 
ب - بِيّن أن التحويل 7 هو دوران يطلب تعټین مركزه 
وزاويته . 
ج- استنتج صورة المستقيم (0۸) بالدوران 7 . 
المستوي منسوب إلى المعلم ( ٦:7‏ ; 0)؛ لتكن 
ان ۸ و 8 صورتي العددين المركبين /2 +4 -© 
و -3= ط على الترتيب. 
أ - بين أن المثلث 0۸8 قائم ومتقايس الساقين. 
ب - عين مركز وزاوية الدوران الذي يحول النقطة 4 إلى 
النقطة 8 » والنقطة 8 إلى النقطة © . 
ج - لتكن النقطة © صورة النقطة © بهذا الدوران. ما 
هي طبيعة الرباعي ©480/؟ 

النقطتان ۸ و 8 صورتا العددين المركبين 
= وج على الترتيب » في مستو 


5531-11 21 


3 


ت نقطة من حامل محور الفواصل و ” الدوران الذي 
مركزه و يحول ۸ إلى 8. 

- عيّن مركز و زاوية الدوران ۲ ٠‏ 

!]| النقط ۸ ٠ 8 ٠.‏ © و (/ لواحقها على الترتيب 


26 3. 
» و / عددان مركبان ٠‏ ۲ تحويل نقطي في المستوي 
يحول (2) 1 إلى (21)' 0 حيث +2322 ١ ٤‏ | 
ا-عين » رم علمالن ۲)۸(=8 و هد (6): ٠‏ 
اب ما هي طبيعة التحويل / مع تعّين عناصره المميّزة ؟ 


14و30 


(2:1) ۸ و(3:0) 8 نقطتان من المستوي . 


- اكتب العيارة المركبة لكل من التحويلات الثلاث . 


أكتب العبارة المركبة للتحويل ٠ )٠٠۶١۸(‏ 


5 عيّن النقطة © حيث 0=( ©)(458*2) . 
era 5‏ 

ل 1) حل قي © المعادلة 0= 3+1+ 2+1(2)-22 
م درمز للحلين + ج و ,ج حيث ١!,2ا<اوةاء‏ 


2) ۸4ء 8 و © نقط من المستوي لواحقها على الترتيب 


جذ إحداثيي النقطة © مركز المسافات المتساوية للنقط 


.CyB< 


3) 7 التحويل النقطي في المستوي الذي يرفق بكل نقطة 
.MM ١ - MA +118 +11‏ 


8 النفطة' ۸1 حيث : 


. GM = 


-26GM ù 


/ء 8 و © على الترتيب 
8و N‏ 


ن فتاكت هو عدد حقيقي 


ب - استنئج طبيعة التحويل '7 الذي يحول 8 إلى © و ۸ 
إنقطته الصامدة الوحيدة 


ج ‏ أكتب العبارة المركبة للتحويل 7. 
د-1 االمنحني ذي المعادلة أ 


أكتب معادلة لصورة المنحني ١‏ بالتحويل 7 . 


yx 


المركز 8 والزاوية ك- ؛ ١‏ الاتسحاب ذو الشعاع 80 . 


هم 


كد 37 

في كل التعارين ينسب الفستوي الفركب إلى مقلم ٠‏ 
متغامد ومتجاتس ( 17:7 0) . 

زيم نعتبر في المجموعة © المعادلة 

0- 45+ 362- ?142+ تيه اج 

ن أن المعادلة تقبل حلين تخيليين صرفا مترافقين ,ج 

م2 جزئه التخيلي موجيا . 

2) برّر أن الحلين الآخرين لهذه المعادلة هما كذالك 

مترافقين ثم عيّنهما . ونرمز ب ,ج الحل الذي جزئه التخيلي 

موجبا . 

3) استنتج تحويلا نقطيا يحول (,2) 4 إلى (,2) 8 
(,4')2 إلى (,8')2 

۸ و 8 نقطتان من المستوي لاحقتاهما على 

الترتيب 1 و4 . 

4 هي مجموعة نقط المستقيم (0/4) باستثناء النقطة ۸ . 

4 هي مجموعة نقط المستقيم العمودي على (0۸4) 

نقطة ۸ . 

. 1 هي الدائرة ذات المركز 4 نصف القطر‎ ٣ 

نرفق بكل عدد مركب 2 يختلف عن | العدد المركب 2 


1 ب2 


و20 حيث 


ويحول 


باستثناء 


لتكن 77 و 44 نقطتين من المستوي لاحقتيهما 2 و 2 
على الترتيب . 
1- نعتبر الدالتين / و م المعرفتين ب : 


نسمي ,(/ و ,(/ مجموعتي تعريف الدالتين / و # على 
الترتيب 

٠ أدرس اتجاه التغيّر لكل من الدالتين / و ٭‎ )١ 

2) أدرس النهايات للدالتين / و م عند حدود مجموعتي 
تعريفهما على الترئيب + 

3) أنجز جدولي التغيرات للدالتين / و 4 , ثم استنتج 
الصورتين (,2) / و (ي) 8 


1-17) حل في © المعادلة ذات المجهول ج التالية : 
3= 2 . تعطى الحلول على الشكل الجبر ثم على الشكل 
0 

2) تفرض في هذا السؤال أن “/م+1- ج مع 0€ . 
أحسب 7 بدلالة 6 ثم استنتج مجموعة النقط 44 عندما 
6 يسح R‏ . 

3) تضع (ر: +) :8 و( ١‏ ×) 84 في المستوي 
المنسوب إلى المعلم ( 27 /: 0) ٠‏ 
أ - عين مجموعة النقط 44 عندما النقطة 74 تمسح 
ال--موعة 4 


ب عين مجموعة النقط 16 عندما النقطة »7 تمسح 


المجموعة 4. 

4 أحسب ل و لابدلالة جو لر. 

ب عين مجموعة النقط 7# عندما النقطة 44 تمسح 
محرر (»: 0) 


"2 4- ليكن ۸ و 8 عددين حقيقيين . نعتبر الدالة 


أحسب (1) ۴ و (1) ۴ 
ران أنه إذا كان من أجل كل عدد مركب 2 
F(z‏ فإن 0= 4-8 . 


3) عبر 4 و 8حتى يكون من أجل كل عدد مركب 2 , 


.F(z)= 


- نيكن © و ۵ عددين حقيقيين . نعتبر الدالة “ر 
الدعرفة من © في € ب : 82+ جمد (2) ۶ . 

1) عبر عن (2)( ره /) من أجل كل عدد مركب 2 - 
2) برهن أن ' من أجل كل عدد مركب ج » 

a +b? =1 : 2 

f r E)=e 

3) عين كل الدوال /. التي تحقق من أجل كل عدد مركب 
>“ 2( 2)( /ه /) (الدوال / تسمى تضامنية ) 
1 نعتبر الدالة بم المعرفة من © في © ب : 


5 


€ في © ب : 82+ 42 د(2)” . 


اک 


في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ٠‏ 
مباشر , نعتبر النقطتين ( لز >) 46 و( لر »)0 | 
لاحقتيهما 2 و' ج على الترتيب حيث ( 2) مم -' ج 
1) برر أنه من أجل كل عدد مركب 2 » 

٠۴ ()(=>‏ ) . (أي م دالة تضامنية ) 
2) عبر عن ' + و ' لر بدلالة ږو لر . 

3) ۸ هي مجموعة النقط 1 بحيث يكون 2= ج . 
أكتب معادلة للمجموعة 4. 
4) (1:/2-1)» شعاع من المستوي . برهن أنه من 
أجل كل نقطة 1 من المستوي يكون ١-0‏ 1.7 . 
5) عين إحداثيتي النقطة / منتصف القطعة [' 84/4] من 
أجل 4 نقطة من المستوي . استنتج أن / تنتمي إلى 
المجموعة 4. 
6) أعط طريقة هندسية لإنشاء النقطة ' 11 انطلاقا من 
النقطة 44. 
1- نعتبر العدد المركب » حيث 1+1 » . 
1) أكتب » و » على الشكل الأمتي . 

2) من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ۸ , نضع : 


. Ss, =u" باه‎ 


نين أن و00 ,4= رہ مع ,4 عدد حقيقي يطلب 
تعيينه . 

3) عين قيم العدد الطبيعي : » التي يكون من أجلها 
0= . 

4) أثبت أنه إذا كان , عددا زوجيا ٠‏ فإن ,5 يكون عددا 
صحيحا . 

1-نفرض أن ”2= ۸ مع €N"‏ :7 . 

1) ياستعمال دستور ثنائي الحدين » أنشر العددين 

(1+i)F‏ ا 

2) م عدد طبيعي , أكتب على أبسط شكل العبارتين 
التاليتين : ""”(1-) + Es‏ 

3) تطبيق : نأخذ 12= :7 

برهن أن *2= ;€ (1- 


إختيار من متعدن 
في التمرينين أدناه ‏ لكل سؤال يمكن عدّة اقتراحات 
صحيحة ؛ المطلوب إدلاء بها مبرّرا ذلك . 


+ 2 +2-= 2 
1) الشكل الجبري للعدد المركب * 2 هو : 


ب-| 212 


العند المركّتٍ 2 يكتب على الشكل الأمتي : 


.46 
.46 


يكتب على الشكل الأسّي : 


منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس مباشر. 
٠ ۸‏ 8 و © ب لواحقها على الترتيب : 


. e =2,08+198i 2-عمء -3-= ؤو‎ 


مجموعة النقط ۸١‏ ذات اللاحقة ‏ حيث 1 -ا' | هي : 
آ- إدائرة مركزها | اب -] مستقيم . 
اح | دائرة مركزها 1 باستثناء نقطة. 


إه | دائرة مركزها 1 ياستثناء نقطة. 
د - | مستقيم باستثناء نقطة. 
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.22 +212] .2+ 2+1 )2 


.| في كل اقتراح أذكر إن كانت 
خاطئة ميرّرا ذلك . 


1) النقط ۸ ء 8 و © ذات اللواحق = ي » 
ا( | 
= ط و / ` = على الترتيب ؛ تعن 


مثلثا متقايس أضلاع . 
2) إذا كان ۸ المستقيم الذي يشمل (1) ۸ »و (1+1) ر 
شعاع توجهي له» فإ ۸ هو مجموعة النقط ( 2) 14 
حيث م2 - (1- 2(2 مع ۸ عند صحيح . 
3) إذاكاتت (3+21) ۸ ۰ (:3) 8 و( +1) © فين 
المثلث ۸8٥‏ قائم ومتساوي الساقين . 

١أ‏ ميّز بين الجمل الصحيحة والجمل الخاطئة مبرّرا 

في كل مرّة جوابك . 

1) من أجل كل عدد مركب <> يكون | 1كا 12 . 

2) كل عدد مركب > يكون له نفس الجزء الحقيقي للعدد ٍ 
المركب 12 . 4 


3) إذا كان 1ا ج! فإن 1 


E 
عدد مركب غير معدوم . يكون ج2 = 2 إذا وفقط‎ 2 )4 
إذاء كان 4-2 1 2+27 )يمه مع م‎ 

8 2 
عند ع 
أ في كل اقتراح بين إن كانت العبارة صحيحة أ 
1) ۶ و6 عددان حقيقيا ء لدينا 25# +0 = 
مع ۸ عند صحيح . 
2) ۵ عد حتقي يشي إلى تسمال ]05| نينا 


E 


لتشابه مياشر بواسطة الأعداد المركبة. 


لتشابه مباشر بواسطة الأعداد المركبة. 


[,0:7) معلم متعامد متجانس مباشر من المستوي. 

ليكن التحويل النقطي 5. الذي يرفق بكل نقطة 84 من المستوي إحداثياها (/ز:) النقطة ' 44 من المستوي 
ر - قل 
x+ y3‏ 
1) عين مجموعة النقط الصامدة بالتحويل 5 

2) ۸ و 8 نقطتان من المستوي ٠‏ و '۸ و '8 صورتاهما بالتحويل 5 . 

A'B'= 248 أن‎ 

B> 4 )3‏ € 0 نقط من المستوي و '۸ 8'٠‏ 6'© ء'(/ صورها بالتحويل 5 . 


إحداثياها (ار:') 


PKL‏ وأنة لاطا 
61 ثم مساحة المثلث '' ۲'۸ . 


[0:7.7) معلم متعامد متجانس مباشر من المستوي. 


ليكن التحويل اللقطي 5. الذي يرفق بكل نقطة 114 من المستوي لاحقتها 2 النقطة ۸41 من المستوي لاحقتها "2 
1 
1) عين مجموعة النقط الصامدة بالتحويل £ 
2) ۸ و8 نقطتان من المستوي و '۸ و '8 صورتاهما بالتحويل 5 . 
٠‏ أت أن 2۸48ل = '۸'8. 
8٠ ۸ )3‏ € 0 نقط من المستوي و '۸ '8 ."© >( صورها بالتحويل 5 ۰ 


أثبت 
9 أن Ço‏ "2 
4) بوضع نجع دج و ارجا 


أكتب 'ج بدلالة ج ٠‏ 
أكتب '× و'ر بدلالة ند وبر . ثم أكتب x‏ ور بدلالة'او'لزاء 


® 


[,0:7) معلم متعامد متجانس مباشر من المستوي. 
1 
ليكن التحويل النقطي ۸ الذي يرفق بكل نقطة 44 من المستوي إحداثياها (ر;») النقطة 1 من المستوي 
برجاعاع 
إحدائياها («:"») حيث پر 1 


1) عين مجموعة النقط الصامدة بالتحويل ۸ ٠‏ 


2) بوضع برغ +× =2 و ابرغ جام z=‏ أكتب 'ج بدلالة 
استنتج طبيعة التحويل ۸ و عناصره المميزة 
3) ثبت أن ۸ تقايس . 
4) عين('2) صورة المستقيم (7) ذي المعادلة 30-10 يل 8 .أذكر لماذا (ط) ل (21)؟ 


ليكن التحويل النقطي // الذي يرفق بكل نقطة 14 من المستوي إحداثياها (ر;>) النقطة 44١‏ من المستوي 


2) بوضع لأ + × و 'لرة+' >= ج أكتب '2 بدلالة 2 
استنتج طبيعة التحويل ٨1‏ و عناصره المميزة 
3) هل 7 تقايس ؟ 
4) عين(8) صورة المستقيم (7) ذو المعادلة 0 2-3-1 بالتحويل 71 . ما هي الوضعية النسبية 
متقیمین (4) و (12) 
i‏ 


1) عين العبارة التحليلية ثم العبارة المركبة للتحويل ۸ ۸ .( © هو تركيب التحويلات النقطية ) ٠‏ 
2) عين العبارة التحليلية ثم العبارة المركبة للتحويل #4 ۸١‏ . 
3) ماذا تلاحظ ؟ 
8٠ 4 )4‏ €۰ 0 نقط من المستوي و '۸ ."8 C'۰‏ <( صورها بالتحويل 8611 ٠‏ 
الى هي اقيم 
C'D' CD‏ 
5) عين('٤)‏ صورة الدائرة (6) التي مركزها (1-.1-)4 و نصف قطرها 4 بالتحويل ٠ ۴٥۴1‏ 


هي 


ل التشابه المباشر. 
في كل ما يأتي:المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( [0:67,6) . ١‏ 


ا 


اتعريف: القول أن التحويل التقطي 5 تشابه مباشر معناه أن 5 يحافظ على تسب 
أي من أجل كل نقط 1,0/,8,0/ من المستوي و ۸N‏ ع 11: صورها 71,0١‏ 


| 
1 أخاصية: إذا كان 5 تشابها مباشرا فإن 5 يضرب المسافات في عدد حقيقي موجب تماما . 
العدد ۸ يسمى تسبة التشابه 5 


قير هان: فيكن 5 تشابها مباشراء من أجل كل نقط ۲,0 ,1,۸ من المستوي و ١ = ١‏ صورها 


MIN’, ۱ اكد 2 و بالتالي‎ FO FPO, 


5 على الترتيد‎ ۶ 
MN PO MN MIN MN م ا‎ 


عددا ثابتا ) حيث / عدد حقيقي موجب تماما . و منه M'N'=k MN‏ . 


حتنة خاصة: إذا كان 1= ۸ نقول عن التشا 


المباشر 5 أنه تقايس موجب أو إزاحة أي 5 انسحاب أو دوران ٠‏ 


تعريف: 5 تشابه مباشر من المستوي . 5 يحافظ على الزوليا الموجهة [7/0/:70) >[ 


و منه الزاوية (/ 177:¥ 17) زاوية ثابتة مستقلة عن اختيار النقطتين ۸4 و 21 
هذه الزاوية [310:11701)_تسمى زاوية التشابه المياشر ٠.5‏ 

3. التعبير عن تشابه مباشر بالأعداد المركبة . 

ا رو ی 


حیث 4 و ۵ عددان مركبان و 420. 

البرهان: © هي لقطة لاحقتها 0 / نقطة لاحقتها 1 و 16 نقطة لاحقتها 2 
4'(.3/')2)'..('م)'0 صور 0.1.1 على الترتيب بالتشابه المباشر $ 

O'M' _ OM 


(M =0 زع‎ (OT. N') = (OT.OM) د‎ Ta 


و مله نسفتئج م ۳ 

*|0-) ]ام 
بوضع 'م اي - 0 (/ 0 و بالتالي اي عام و 0 4) و "م = يمكن التاكيد أن الصيغة المركبة 
ل 5 هي z+‏ ح اج مع .420 


لت إبمد و بقتقي "م + (ام -و) >2 


تمرين متخلول11. 5 مريع مباشر من المستوي - 
5 التشابه المباشر الذي نسيته 2 و زاويقه 3 
تفرض 8-(5)4- 

5 ء 2 على الترتيب بالتشابه المباشر‎ ٤ ٠ 8 صور‎ 2' ۰ C'  B' 


المحافظة على للزوها 1117711٠‏ 7 
| » اشتسال لنسبة « و الزاوية 51 أي ٠‏ نذا 8 
MIN =k MN‏ 
م 6 6 
(NM N) =4‏ 2 
لحل: النقطة '8 معرقة كما يلي 3 
BB'=2‏ 8 6 
!1 حيث + عند صحيح 
كك .لق )| 3 
ي النقطة "8 تنتمي إلى الدائرة (/1) التي مركزها 8 0 
٠‏ نصف قطرها 248 وكذلك 2 A8B:BB')‏ ا ڪڪ يم 
بي - =('84:88) يعني النقطة '8 تنتمي إلى نصف المستقيم (/8) الذي يكوّن الزاوية ع المستقيم 


بما أن 48٥2‏ مربع والتشابه المباشر يحافظ على نسب المسافات و الزوايا الموجهة فإن '88'0'1 مربع 
يجعلثا تتشئ '© و 72١‏ 


|تمرين محلؤل2 المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (0:01.07) + 
| ليان 5 التشابه المباشر الذي بكل نقطة 11 لاحقتها > يرفق النقطة ' 11 لاحقتها'ج حيث: 
1 
1 
1 


>( +) ع" 
1) عين '1, صورة النقطة (1-,4)1/. 
2) عين 8 صورة النقطة (8)0,1 - 


3( 4 نسبة التحويل 5. 
الحل: 4)1 > (4) 3 و منه 2-21 = 2 -(1-1()1-1) = ,ج أي(2-,4')2 ٠‏ 
2" =(8)8 و مه1 - 1= = 21 )14-1()i(-‏ = ,± آي(1-,1-)'8 ۰ 


A'B' 
AB 


3) التشابه المباشر يحافظ على نسب المسافات ومنه / 


إنن 2/ - ۷10 +3 242--1 1 
كل ]2+[ TÎ‏ 


5م - 


ل. خواص التشابه المباشر (1). 
في كل ما يأتي:المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( 0,67,67) . 
1. تحويل نقطي كتابته المركبة 42+60 =' 


؛ N‏ 0:6 نقط كيفية من المستوي لواحقها 7# 4٠ 7٠ 7٠‏ على الترتيب . 
0٠". N"‏ صور 14 N»‏ 0۰۶ على الترتيب بالتحويل 5 . 
مر n‏ 6'م 6'ن لواحق'/8 /'١‏ 0'۲'۰ على الترت 


وده ap +b n'=an+b« m'=‏ ح'م ١‏ 5+ وا 


داو . 


MN |n"-m|=|an+b-am-b| ٠‏ و منه MN‏ *|ه| = ' M' N‏ و منە|a‏ وا 
MN‏ 
لطريقة|»| OP‏ إن MN N (MN! OP‏ 
ا 2 U‏ حر د ER OPIN OF‏ 


دمج 4+0 _ 2 رن 9-2 _ ممحوه _ 'محاو 


n—m' anam nm n'—m' an+b—am 


0 


"2160| - (MN, PO) مه أي‎ 


و منه 5 يحافظ على الزوايا 


|| فين‎ M'N' 


5 يحافظ على نسب المسافات و يحافظ على الزوايا إنن 5 تشابه مباشر . وبما أن ×4 
هي نسبة التشابه المباشر 5. 
ملاحظة: لا توجد تشابهاث أخرى كتابتها المركبة تختلف عن 8+ 42 z'=‏ مع "© © © و €€ط ٠‏ 
2.حالات خاصة. 
1) الانسحاب تشابه مباشر لأن شكله المركب هو 2+8 -'2 و هو من الشكل +62 -'ج مع 6-1 ات 
التشابه المياشر في هذه الحالة تساوي 1 . 
2) التحاكي تشابه مباشر لان شكله المركب هو 42-8 -'2 حيث 4 عدد حقيقي غير معدوم و يختلف عن 1 ٠‏ 
نسبة التشابه المباشر في هذه الحالة تساوي |4| . 
3) الدوران تشابه مباشر لأن_شكله المركب هو ٣٥‏ جه ح' حيث » عدد مركب غيز حقيقي > طويلته تساوي1 ` : 
نسبة التشابه المباشر في هذه الحالة تساوي 1 . 1 
ازاوية التشابه المباشر في هذه الحالة هي زاوية الدوران أي (4) يلكلة ٠‏ 


تمرين محلول 1: المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس [/ا,/0:0 
من أجل كل نقطة 11 من المستوي ٠‏ نعتبر المعين المباشر 017/7 حيث 01 - 1/7 . 


ب( 


-'2 وهي الكتابة المركبة للتشابه المباشر 


تمرين محتول2: أذكر طبيعة التحويل © المعرف بكتابته المركبة في كل حالة من الحالات الآتية: 
2) تددم ةداع 


61و ا اعجعبيرعرواك) 


. 2= (lri)z+i (4 


. 2= (1-i)z+i-3 6 


7 


3 
3 
4( 2 =+ ن 'كتشابه مباشر نسبته 422 
5) 1= إئن ؟ انسحاب شعاعه (155-)1 . 

4) 2/-]:- !| |ه| إذن 5 تشابه مباشر نسبته 0/2 . 


ا خواض التشابه المهاشر(2): 
في كل ما يأتي:المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( [0:61,9) . 


البرهان: 5 تشابه مباشر عبارته المركبة '2 حيث © و ط عددان مركبان و 0 غد©. 
1 تشابه مباشر عبارته المركبة "85 +2'© -'2 حيث '© و'5 عددان مركبان و 0ع'ي. 
1 و 'صورتا 14 و N‏ على الترتيب بالتحويل 5 . 

. 1 و ,صورتا '11 و '7 على الترتيب بالتحويل‎ M1, 

إذن ,384 و ,صورتا 14 و N‏ على الترتيب بالتحويل 1.05 . 

M,N, =|a|x|a |x MN وبالتالي‎ . M,N, - ه|‎ |× 1127١ و‎ MN a|xMN ٠ 
31 - arg(a')s (MN.M'N')= ه (و)ععة‎ 


+b 


(+ (MN, MN, ) = arg(a) 


.(PN.MN,)= arg (a) +arg(a') اي‎ MN 
105 = 501 تشابه مباشر نسبته | »|×| »| وزاويته (') عكة + (0) #كة. و‎ L٥ 5 إن‎ 

5.التحليل القانوني لتشابه مباشر 

خاصية: 5 تشابه مباشر نسبته » (: ٤۴‏ #) و زاويته © (46) ۰ 

« إذاكان 4-1 و 0 ب التشابه 5 انسحاب . 

© في الحالات الأخرى 5 يقبل نقطة صامدة وحيدة © لاحقتها +1 و ۸ 

التحاكي الذي مزكزه © و نسبته # و , هو الدوران الذي مركزء ( 

5 تشابه مباشر كتابته المركبة + جه أي ke"z +b‏ 
0= معناه 4-1 و الكتابة المركبة تصيح +2 =2 إذن 5 انسحاب شعاعه لا حيث لآصورة 
كان زيادة على هذا 0 = ط فإن 5 التحويل المطابق ٠)‏ 


a يعني 8+ 2ه‎ 5)M1( M 
۰21-۷ = بوبالتالي (س -ع))‎ z= / + 8 التحاكي الذي مركزه 17 و نسيته ۸ كتابته المركبة‎ ۸ 

۶ الدوران الذي مركزه ١‏ وزاويته © كثابئه المركبة ط +4 2 "ء =2 . وبالتالي (ها- 2) "€ = W‏ =2 
صورة ۸1 بالتحاكي / و ,۸1 صورة' 1 بالدوران ۲ .إثن,4/صورة 84 بالدوران ١767‏ 

آي( ۷= )۸ ۷ ہے و(« = پر( ۵ ات ره 

و بالتالي (۷ =۷ +(« = ج)۲) “م = س - چ أي ( ۷= )۸۵ = ورت ة۰ 

و منه ,44 صورة 11 بالتحويل 5 وبالتالي 5 = 07//. بنفس الطريقة نثبت أن ٠ ۲٠١۸8‏ 

5 تشابه مياشر مركزه © نسبته 4 و زاويته ٩‏ ن 


كمرين مخلول1: التكن ۸ و 8 نقطتين مختلفتين من االنماتوي - TEE‏ 
اليكن الدوران ,7 الذي مركزه1/ و زاويته © و لیکن الدوران ب الذي مركزه 8 و زاویته 2 
eG‏ 

1) أثبت أن /. دوران يطلب تعيين زاويته. 

2) أنشئ النقطة '۸ صورة ۸ بالتحويل / و © مركز الدوران f‏ . 


الحل:1) / تركيب تشابهين مباشرين ( الدوران 


تشابه مباشر نسبته1 ) إذن فهو تشابه مباشر نسبته 1(جداء . 

8 2 00 4 

#نسبتين ) و زاويته ا ( مجموع الزاويتين 2-1 ). 2 
0 


ليكن :/ التحاكي الذي مركزه7؟ و نسيته 1 ( التطبيق المطابق ) و الدوران الذي مركزه © و زاويته © . 


2) “4 -(4)(م,ه ي) - (4) ۶ بما أن ۸ - (4): (4مركز الدوران , ) فان (4),, ='۸ 


بدن ندينا 84 = '8۸ و 
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[أ8,84)- و منه إنشاء النقطة "4 . 


4 > (4) '/ر و منه لدینا 0۸ -'2,4؟ و 2 [:28,2/8) . إذن المثلث 4۸'0 مثلث مباشر متقايس الأضلاع 


رين محلول2: المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (0:11.۷) . 
3 


:5 التشابه المباشر الذي كتابته المركبة :2+3 


i 


= 


4 > 
5 التشابه المباشر الذي كتابته المركبة :2+333( + 3ل) z=‏ . 

. 5, عين طبيعة التحويل ,5ه‎ ' 
.(S,oS,)(M)= s5, (S,(M)) = S, (M,) = M الحل:‎ 


ا 


= (,81) ,5 يعني /3+ 


1 3 
(M)=M,‏ 5 يعني 3-331 برچ (1+ 3/) = ,چ 
ri), +33) +3‏ 6( ج ب و مته پچ = 


و بالتالي ر5 ٥‏ ر هو التطبيق المطابق . 
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ل خواص التشابه المباشر (3). 
في كل ما يأتي»المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( 0:61,67©) . 


. 5)©(- e 
© ه من أجل كل نقطة 44 من المستوي تختلف عن‎ 
OM'= 


ان: ليكن / التحاكي الذي مركزه © و تسبته ‏ و 7 الدوران الذي مركزه © و زاويته ۾ . 


S=hor = roh نعلم أن‎ 

.S(2)=(hor)(2)= |r (|= (O) = 

« لتكن 1 نقطة من المستوي تختلف عن © و ,01 صورتها بالدوران ۲ و ' 1 صورة ,11 بالتحاكي ۸ . 
S(M)=(hor)(M)= h|r(M)]=h(M,)=M'‏ 


. 0M ' = (0M, وبما أن 0 < » فإن‎ 0M ' = || ^M, و منه‎ ^M = 17/1, يعني‎ !:)11,( - 1/1١ 
(w.m) و و‎ OM, = 0M يعني‎ r(M)=M, 
OAM ١ - KOM نستئتج‎ 2M, = 2M و‎ 01 ' = ۸2M, من‎ 


7 و 04 متوازيان و لهما نفس الاتجاه » و منه 


بما أن ,49281 = ' 01 و 0 < ۸ نستنتج أن 


AM, )= (OM, OM’) =q 


2.التشابه المباشر و نقط المستوي. 


خاصبة: إذا كانت ۸ ٠ 8٠‏ '۸ و '8 أربع نقط حيث 8 عد ۸ و '8 عد 4,فإنه يوجد 
A‏ 1 هال هاه 


البرهان: ليكن $ تشابها مباشرا كتابته المركبة 8+ جه ='ج مع 0ع .رج 2,٠‏ ».م وءوة لواحق 


8٠ 4‏ ء '/ و '8 على الترتيب حيث 8 عد 4 و '8 عد' 4 . 
az, +b S(4)=A4'‏ 
معناه 
aty th S(B)=B'‏ 
بما أن '8 عد'4, فإن 0 4 و التشابه £ وحيد . 
نتائج:ه ك هو التشابه المباشر الذي يحول ۸ إلى '۸ و يحول 8 إلى '8 ٠‏ 


ا - اک 
٠‏ إذا كان ۸'8 = 48 فإن ؟. هر الانسحاب الذي شعاعه ۸۸ نا 
مه 


٠‏ إذا كان :408 عد 48 فإن 8 هو تشابه مباشر نبت “اك وازلریته (48.2۲8) : مركزه النشلة ا 


ااس م 
Sar‏ 


الحل: ليكن 5 التشابه المياشر المطلوب . 
الكتابة المركبة للتحويل 5 هي 8+ 02 -'2 حيث © عدد مركب غير معدوم و8 عدد مركب . 
لينا رةه عدرة و ط+ع: 2-6 مت ٠‏ 


1-5 3 0 1 
الطرح طرفا من طرف ه(5+51-) = ا5 
+5i)a +‏ ا کو ) ( 


TEED I 


من المعادلة 4+8 = -3-5i‏ تستخرج ط * 


AN 
27-71 وبالتالي‎ 


9 
1 - (11) 5 يعني 1- 


لتكن النقطة ©١‏ لاحقتها :1 مركز 5 أي 


ويالتالي +-8- =« أي (1-,8-)29؟. نسبة 5 هي 


2125516-12 


ين محلول2 المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( :)7 | 
ندكن النقط ۸ء 8 K٠‏ التي لواحقها ¡ = ,ج -24+-3:2٠‏ = ,ج غ51 +4- = ج على الترتيب ٠‏ 
عيذ التشابه المباشر الذي مركزه ۸ ويحول © إلى 8 . 
تخل ليكن 5 التشابه المباشر المطلوب . 


الكتابة المركبة للتحويل ؟. هي 8+ 2ه -'2 حيث ‏ عدد مركب غير معدوم و طا عدد مركب ٠‏ 


لدینا ۵+ ج۵ = رة و +b‏ چه‌= وج . 

اي ا | باطرح طارفا من طرف 2-2i=(4-4i)a‏ 
(-4+Si)a+b‏ دنة +2 

ا 7 
2 4-4 


8 15 
من المعادلة + زه = نستخرج ط ٠ 8-8-601٠‏ ويالتالي 1-24 


. يعني += . وامنه 5 تحاك‎ S(M)=M' 
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المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجائس (0:01,97) - 
ليكن التحويل النقطي 7 من المستوي الذي بكل نقطة ۸4 من المستوي لاحقتها > يرفق النقطة ' 4 من المستوي 
حيث أن : 2+2+6 حاج . ( العدد ج هو مرافق العدد 2 ) . 

ليكن التحويل النقطي "7 من المستوي الذي بكل نقطة ,14 من المستوي لاحقتها ,2 يرفق النقطة ,4 من 
المستوي لاحقتها,'ج حيث أن + 2-1 + ,41 > ,اج ٠‏ ( العند بت هو مرافق العدد رة ) . 
01 عين مجموعة النقط الصامدة بالتحويل 7 . 


1 


2) نضع (ر,:) 31 و ('لز,')' 24 . عين '» و "ر يدلالة × و لر ثم '» وار بدلالة :د وال 


معادلته 2-1-0 +× 
العمودي بالنسبة إلى حامل محور الفواصل يتبعه تشابه مباشر يطلب تعيين 


أن 7 مركب من التناظر 


عناصره المميزة 
أثيت أن 7 مركب من التحاكي / الذي مركزه ۸ النقطة الصامدة بالتحويل 7 و نسبته 3- يتبعه التناظر 


العمودي بالنسبة إلى المستقيم (4) الذي يشمل 4/ و معامل توجيهه1 . 
7 عين مجموعة النقط الصامدة بالتحويل '7 . 


8) نضع (,(, ,)3 . عين "× و ,"نز بدلالة ,ند و رر ثم د وار بدلالة ب« ويلا 


ظ المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( 7( .07 
ليكن التحويل النقطي ؟. من المستوي الذي بكل تقطة 44 من المستوي لاحقتها 2 يرقق النقطة ' 14 من المستوي 
الاحقتها'ج حيث أن : 24+67 + 2( -1) -'ج . 
لتكن النقط4.. 8 و € التي لواحقها -1- = ,ج ./1+2- ح برج 3+8 - 2 على الترتيب ٠‏ 

1) عين طبيعة التحويل 5 و عناصره المميزة . 

2) عين لواحق النقط '8 و'") صور ۸ 8 و ) بالتحويل ؟ على الترتيب ٠‏ 

3) أثبت أن النقط ۸ء 8 و ٤‏ ليست على استقامية . 
4) أحسب أطوال أضلاع المثلث ۸8€ . 

5) أثبت أن المثلثين ۸8€ و'1'8'0/ متشابهان . 
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المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجائس (0:01.07). 
ليكن التحويل النقطي $ من المستوي الذي إلى كل نقطة 44 من المستوي لاحقتها > يرفق النقطة ' 44 من المستوي 
لاحقتها'2 حيث أن : 2+ 3i)z+ J3‏ +1 - 
لتكن النقط ۸ء 8 ء © و 7 التي لواحقها 1- 
1) عين طبيعة التحويل 5 و عناصره المميزة . 

2) أثبت أن النقط 4,ء 8 و © على استقامية . 

3) عين إحداثيات النقط '۸» '8 ٥"‏ و'2 صور النقط ۸ء 8 ©٠‏ و 2 بالتحويل 5 . 

4) تحقق أن النقط ۸ '8 و'© على استقامية . 

5) عين لاحقة النقطة ‏ مركز ثقل المثلث ۸82 ثم عين لاحقة '/ صورتها بالتحويل 5 . 

6) عين لاحقة النقطة ۸ مركز ثقل المثلث ' 2' 8' 4/. 

7 ليكن (7) المستقيم الذي معادلته 0= 1- ر × و ليكن (4) المستقيم الذي معادلته 0 -3--(2 +-22-. 


1+2- و2 + 1ع و 2-3-1 رج على الترتيب . 


تأكد أن المستقيمين ()و (8)متوازيان. 
عين معادلتي (١2)و‏ ('4) صورتي(2) و (۸) بالتحويل 5 ثم وس 
8) ليكن (,2) المستقيم الذي معادلته 0 =3- ر2 +2 . تأكد أن المستقيمين (1)و (,1)متعامدان. 


عين معادلة (,'2) صورة (,8) بالتحويل 5 ثم تأكد أن المستقيمين(' 2(2( متغامدان. 

تسمي © نقطة نقاطع (2)و (,7) و '0 نقطة تقاطع ('2)و (,'2) » بين أن'0 هي صورة © بالتحويل 5 . 
9) أثبت أن صورة القطعة المستقيمة [18,] هي القطعة المستقيمة [ 48] يمكن ملاحظة أن كل نقطة من القطعة 

المستقيمة [48] تمثل مرجحا للنقطتين ۸ و 8 مرفقتين بالمعاملين © و 1-4 و |0:1]© © ٠‏ 
تن © الدائرة ذات المركز 4 ونصف القطر 20/2 . 

أ - أكتب معادلة للدائرة © 

ب ما هي طبيعة المجموعة '0 صورة الدائرة © بالتحويل 5؟ 

ج - تحقق أن النقطتين 8 و' 8 تنتميان إلى © و '0 على الترتيب ٠‏ 

د - أكتب معادلة للمجموعة "© . 

ه - قارن مساحتي "© و © . 
ا ED‏ 

ب - أحسب الأطوال 48 . 12 ٠‏ ' 468 و 

ج - ماذا تستنتج ؟ 
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نسو تل 5 


hS‏ 0 )1+ + )2= ا 
ا ا 1-)1 2ا 
E a‏ ل ا 
i‏ ق E. Ez‏ 9 
e‏ استنتج الطبيعة والعناصر المميّزة للتحويل 5 . 


ج . 4 المستقيم ذو المعادلة 0= 1+ بر+ × » أكتب معادلة 
الصورة المستقيم ۸ بالتحويل 5 

اا ج وا ج على اقرتب ا تشع 3. | . أكتب العبارة المركبة للتحويل ٠5‏ $ . 
E‏ برهن أن 05 5 هو تشابه مباشر . 

ج . قارن بين العناصر المميّزة للتحويليين 5 و كه 35 . 


2)i _‏ كه 
KETE ES‏ 


-])-/2(+/2[ 


2 +(1+ ر+ »)2 د ' ونجاعد'ع ؛ 


1 


+i (1 =‏ 1+ وج جز- + »)2 z'=‏ ؛ 


2 + 2/ = 8 ومن السؤال 1) ينتج 
رج = م و ادت جس وباتالی 5 تشابه 


مباشر في المستوي نسبته 2 ؛ زويئه كك ومركزه النقطة 2© ذات اللاحقة 4- . 
ج ‏ صورة المسثقيم ۸ بالتشابه المباشر 5 هي مستقيم '۸ بما أن 1=0+ ( + × 
فان 0 ' 4 وبالثالي 4 هو حامل محور التراتيب - 

18 ل ل 1 اش ناض ان 
ri 2-i‏ ةل 7ل - قل 4+ Ate‏ = ' ع '=-4iz +4 ١‏ 2 . 
5 )2)5( - إذن ۰5 3 هو تشابه مباشر نسيته ۰4 
00 


1+ai يلا‎ 
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تمرين | 
* .لیکن ۸8€ مثلثا قائما قي 8 » ومباشر حيث <= (86:84). 
لتكن £ نقطة من القطعة [ 48] . من النقطة ©/ نرسم مستقيما 4 يقطع 
الأ عة 46/] في ۴ ويقطع المستقيم ( ©86) في © (أنظر الشكل) . 
نعرض لن قط ع ۰ ۴ و 6 تختلف عن لنقط ۸ ٠‏ 8 و ©. 
٣‏ و '"1 الدائرتان المحيطتان على الترتيب ٠»‏ بالمثلثين ۸8€ و ٤6‏ 8» 
به ضعان في النقطتين 8 و × . 
رر وجود تشابه مباشر 5 في المستوي حيث €= (4) 5 و 6=( 8) 5.. عيّن ألنسبة ‏ المركز والزأوية ل 8 . 
المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس مباشر ( 4:1 : 0) حيث تؤحذ وحدة للرسم )2 . 


لدنحق النقط: 4 ۰ 8 . © . £ و © هي على الترتيب 41 +2 - ج ٠‏ 1-24-- م2٠‏ 3-4= مج 
7 


المثلث 4186, قائم قي 8 . 
عن لاحقة النقطة × تقاطع الدائرتين اللتين قطراهما على الترتيب [ ©4] و[ ©5] . 
مثل هذه النقط ضمن شكل . 

3.ليكن ' 5 التشابه المباشر في المستوي حيث ©-(4)' در S'(E)=G‏ . 
ند الكتاية المركبة للتشايه ' $ 
عيّن العناصر المميّزة للتشابه ' 5.. 


1 استعمل الزوايا المحيطية للبرهان على تشابه المثلثين ۸۸۴ و C۸6‏ ثم تجد أن 5 
تشابه مباشر مركزه × ونسيته هي نسبة قطري الدائرتين والزاوية &- . 
AB .BC‏ . 


٠2‏ ٬تحقق‏ من أن 


ب “ضع ( لر ») ۸ وحل في 182 الجملة 


EK GK 


E‏ حيث ( بر: ») هي المجهول. 
0 


.]5')4(=€ في © الجلة‎ RENE a 
0 ضع 7+ جه -' ج ولتعتين »م و حل في *:) الجملة‎ 
ب -لإيجاد العناصر المميّزة » أكتب » على الشكل المتّثي و على الشكل الجبري.‎ 


ليكن ۸8€ مثلثا كيفيا ولتكن 6 نقطة من المستوي. 
1) أنشئ الصوّر '4 › ' 8 و' © للنقط ۸ ۰ 8 و © 
ذي المركز م والتسبة 3 . ثم أنشئ الصور "۸ * 


A"B" 
AM 


2) برهن لن : 


BC 
أ[ ليكن ۸8 متلثا كيفيا ولتكن 0 نقطة من المستوي‎ 


و 4 مستقيم يشمل النقطة ب . 


A4 
CA 


1) أنشئ الصوئر ' 4 › ' 8 و' © للنقط ۸ ٠‏ 8 و © 
بانتحاكي ذي المركز © والنسبة 2- .ثم أنشئ الصور " /» 
8 و" © للنقط' 4, ' 8 و' © بالتناظر المحوري 


1 
بالنسبة إلى المستقيم ٠4‏ 


خط العا د 


AB BC 


€ نظيرة 


© بالنسبة إلى (48) ٠‏ 
4 مرجّح الجملة المثقلة [(3-: 2(:)4,' ©)] و' 8 


ن المثلثين ۸8€ و ' ۸'8'٤‏ متشابهان . 
ج ما هي أطوال أضلاع المثلث ' ۸'8'٥‏ ؟ 


48 مثلث حيث ا 
4 


. )8:8( 

و' € صورتا النقطتين ۸ و ٠ ٥‏ على الثرئيب » 
بالدوران /, ذي المركز 8 والزاوية لك 

"4 و" C‏ نظيرتا النقطة 8 بالنسبة ' 4 و' © على 
الترتيب . 

| - أرسم شكلا . 

أب - برهن أنّ المثلثين ۸8€ و' © 8' 4/, متشابهان ٠‏ 


[ نرفق بالنقطة 46 ذات اللاحقة 2 النقطة ' 2 ذات 5 
اللاحقة ' > حيث 4+ #2( +1) -' 2 . 
نعتبر النقطتين 11 و ۷ المرفقتين بالصورتين ' 04 
و' ۷ على الترتيب . 

EN a ae 

1) بيّن أن 7ك بين 

اک دكن 

2) بيّن أنه توجد نقطة ۸ وحيدة تنطبق على صورتها . 

e AM 

أصب ذلك الزاوية (7 177 

. )477 :4777( وكذلك الزاوية‎ TE ES 
و 2 وصورها ' 8 6" © و21‎ © ٠ 8 لتكن النقط‎ )4 
81 على الترتيب . برهن أنّ المثلثين 87 و1256‎ 


[) 7 التحويل النقطي في المستوي » كتابته المركبة هي: 
3+ :2 -' ج . لتكن ۸ » 8 و © النقط ذات 

اللواحق 4 2 وأ-1. 

1) عيّن لواحق النقط ' 4 ' 8 و' © صور النقط 4 » 


8 و © بالتحويل 7 . 

2) عيّن لاحقة النقطة 2 حيث 4 -(2) 7. 
48 
EE‏ 


4) أصب (68:481) - 
۸4 نقطة من المستوي لاحقتها 1 4:/ التحاكي الذي 
مركزه 4 ونسبته 2- ؛ + الدوران الذي مركزه ۸ 


وزاويته ج . 

أكتب العبارة المركبة لكل من التحويلات roh cr ch‏ 
.horg‏ 

froh=hor هل‎ 

[ ۸ و 8 نقطتان من المستوي لاحقتاهما 2 و 3+1 
على الترتيب ٠‏ 


هو التناظر المحوري بالنسبة للمستقيم (0۸) ٠‏ 

/ الانسحاب الذي شماعه ۸8 ٠‏ 

أكتب العبارة المركبة لكل من التحويلات ۶ ۶٠۲ » + ٠‏ 
toy‏ 

هل ٩8‏ 1= 1ء ؟ 
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آل في المستوي اموجه 48 ور 1 ۴ 
مربع مركزه 0 ؟ 
1 * و1 هي منتصفت ر للد 


القطع [ ۰]۸8[ 8]؛ [صع] 


60-(5)0: 8-(1) كد 
S(4)=C sS (1)=K‏ . 
.S(1)=Bs5S(J)=C‏ 


.S(A4)=M sS (1)=C 


ب 0(=0) 5 ۰ 


۰S )0(= 


.[a€] 


و © مركز ثقل هذا المثد 1 3 
8 8 + زبو ادع =0 . 
ما هما نسبة وزاوية التشابهات 1 OC)‏ 
المباشرة المعرفة في كل من الحالات المقترحة الثالية ؟ د (:2-)2 تلع ck‏ =0 . 
1) المركز ۸4 ر 8 حول إلى ' 1 إل عن ده درک ا .| 
2) المركز' 4 ی4 تُحول إلى ©.. حالة من الحالات التالية + 2 
3) المركن 8 و © تحول إلى © .. 1) المركز هو المبدأ , النسبة 2/2 والزاوية ل ٠‏ 
4) المركز © و 4 تحول إلى' 8 - 2) المركز (2)1:2© » النسبة 3 والزاوية كلك. 
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8 مثلث قائم في ۸ حيث 
(BC ;BA)=0+2rk‏ مع k eZ‏ . 


ما هما نسبة وزاوية التشابه المباشر الذي مركزه 97 

ويحول 4 إلى 8 ؟ 

2 مربع مركزه © 
محيط بالدائرة © . 

1) أنشئ صورة للشكل بالتحاكي 

ذي المركز 8 والنسبة 2 . 

2) أنشئ صورة للشكل بالتشابه 


المياشر الذي مركزه 4,؛ نسبته 2 وزاويته 3 5 


3) برهن أنّ الشكلين المتحصل عليهما متقايسان . 
نعتبر المريع 4862 مع 8 4 
eZ, )85:48( - 2+ 27+‏ 
1) عيّن النسبة والزاوية للتشابه المباشرا 
الذي يحول ۸ إلى 8 و 8 إلى 2, ++ 5 
2) نفس السؤال يعاد بالنسبة للتشابه المباشر الذي يحول © 

إلى 2 و 4 إلى 8. 

€ في المستوي المركّب » عبن في كل حالة عبارة 
مركبة للتشابه المباشر 5 ذي المركز 2 ٠‏ النسبة £ 
والزاوية 0 . 

. 0= › k =2 0)0) أ-‎ 


ب (ن)ه. 2= ck‏ = . 


) المركز (9)3:0© » النسبة ج والزاوية كل 
إل في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 
باشر » تعتبر 7 يرفق بكل نقطة ( /ز: #) 84 النقطة 
أ( ر" ×)' 24 حيث : ر ×= ' × و1- برج ×= ' ل 
- عبر عن اللاحقة ' 2 للنقطة ' 44 بدلالة اللاحقة > 
.M a‏ 
تعرف على التحويل 
لوي الستوي المركب ٠‏ كل تشابه مباشر يقبل كتابة 
الشكل 8+ 2-642 حيث © و5 عددين 


ركبين و © غير معدوم . 
٠ 8 >» ۸ )1‏ © و( أربع نقط من المستوي حيث 


4 . برهن أنه يوجد تشابه مباشر وحيد 5 يحول ۸ 


إلى (08). 


ن أن © هو مركز التشابه 5 
© و 7 أربع تقط من المستوي المركب » 
01 
9) أكتب العبارة المركبة للتشابه المباشر 5 حيث : 
)-(4)درهء (8)ءى. 

العناصر المميّزة للتشابه 8 . 


قفي المستري مرگب ٠‏ 4862 مربع ضلعه 1 


© حيث (۸8:45). DL‏ 
/ هر منتصف القطعة [۸0] 9 
برّر وجود تشابه مباشر وحيد '5 
عت 3 


ٿ : 4(=0) S5‏ و بدع(8) 8 . 
نسبة وزاوية التشابه '5.. 
- أعط كتابة مركبة للتشابه 5 مع اعتبار المعلم المتعامد 
المتجانس المباشر (4:48;45) . 


أ 


د - نسمي 2© مركز التشابه 5 . برهن أن المستقيمين 


(40) و ((27) متعامدان . 


[#في المستوي الموجه» 4/80 مثلث قائم ۸ ومتساوي 
الساقين حيث 68:4 . 

أرسم صورة المثلث 48€ بالتشابه المباشر المقترح في 
كل حالة من الحالات التالية : 


- رك ذو المركز 4 » النسبة 2 والزاوية ج . 


ب - وك ذو المركز 8 » النسبة 1 والزاوية كت . 


ج المركز 8 » النسبة غل رزوي 2 . 


في المستوي الموجه؛ 480 مث متقايس أضلاع 
(48:4€) و © مركز ثقله . 
أرسم صورة المثلث 486 بالتشابه المباشر المقترح في 
كل حالة من الحالات التالية : 
أ- ,5 ذو المركز 4 » النسبة 2 والزاوية كك . 

2 
ب - وك ذو المركز © » النسبة لل والزاوية كك . 
ج- و5 ذو المركز © » النسبة لل والزاوية * ٠‏ 
في المستؤي الموجه ٠‏ 4808 مرټع مركزه 1 

. (48 :45)= 
2 

أ عيّن النسبة والزاوية للتشابه المباشر الذي مركزه 4 
ويحول © إلى 2 ٠‏ 
ب عيّن النسبة والزاوية للتشابه المباشر الذي مركزه 2 
ويحول 4 إلى 1 ٠‏ ر 
في المستوي لمرب » تعطى النقط (1:0) ۸ ؟ 
B'(-3;0)s B (-4:5)1۸1(-3:-5)‏ 
١‏ برر لله يوجد تشابه مباشر وحيد 5 حیث' 4= (4) 5 
و'8ع(5)8. 
ب أعط العبارة المركبة للتث 


أج - ما هي نسبة التشابه 5 ؟ وما هي زاويته 5 
د - عين إحداثيتي النقطة' © صورة النقط (1:5-) © . 
ج - عين إحدائيتي النقطة 2 التي صورتها (1:0-)1 2 . 
في المستري الموج 7 
48٣‏ مثلث متقايس أضلاع حيث 


x 


-([88:46) و © مركز ثقله. 


عين النسبة والزاوية للتشابهات RE‏ 
أ- 8د( 8)رة .S,(4)=C s‏ 
8(>8)يك و 6-(6©)يى. 
.S,(B)=C sS,(G)=G‏ 


ث يكون المثلث 048 متقايس أضلاع 


ابه المباشر ذو المركز 0 ويحول 2 إلى 8 


ات المقترحة التالية صحيحة أم خاطئة 


ادو 4 وزاوؤيته 
ب 3)4(2-6 
ج - صورة المثلث (061 هي المثلث 048 بالتشابه 5. 


5 هو التشابه المباشر الذي مركزه 0 › نسبته 2 


٠‏ © التشابه المباشر عبارته 


أكتب معادلة للمسثقيم ' 4 صورة 4 بالتشابه $ . 
25 («ه ©) معلم متعامد ومتجانس مباشر للمستوي 
المركب . ؟ التشابه المباشر عبارته المركبة 

. 2'=(1+1)2 +2 

عيّن الصورة بالتشابه 5 لكل من : 

أ - الدائرة © ذات المركز © ونصف القطر 4 . 


س 2 


ب - الدائرة © ذات المركز (2)2:2) ونصف القطر 3. 
ج- المستقيم ( 18/) حيث 4 و 8 نقطتا التقاطع الدائرتين 
616 

9 © هي ند 
عن 4 و8. 

1 المسقط العمودي للنقطة © على المستقيم ( 42) . 
5 التشابه المباشر الذي مركزه © ويحول 87 إلى 8. 
عيّن الصورة 0 للمستقيم ( 48) بالتشابه ك. 

ما القول عن المستقيمين © و ( 46) ؟ 

EFGH 17‏ معيّن مركزه 0 . 

أنشئ صورة المعيّن £۴6۲1 بالتشابه المباشر 5 ذي 
المركز 0 ويحول 2 إلى ۴ . 

[55 في المستوي الموجه » ۸8€ مثلث متقايس أضلاع 


4€)=Z‏ 48) . نسمي 5 التشابه المباشر ذي 


من الدائرة ذات القطر [ 48] » وتختلف 


المركز © النسبة 3ل والزاوية . 
1) برهن أن صورة 4, ب 5 هي '4, نظيرة © بالنسبة 
للمستقيم ( 48) . 
2) برهن أنّ صورة 8 ب 5 هي نظيرة 4 بالنسبة ل 8. 
3) أ- ما هي صورة مركز ثقل المثلث 48€ + 5. 
ب - استنتج صورة الدائرة المحيطة بالمثلث 48€ء 4 5 
77 في المستوي الموجه » 4801 مريّع مركزه 0 ؟ 
حيث 2-[48:88). 
5 التشابه المباشر ذو المركز 2 حيث ©-(0) 5 ٠‏ 
أ - عيّن الزاوية والنسبة لهذا التشابه ٠‏ 
ب - عيّن صورة ۸ بالتشابه 5 ٠‏ 
ج - أنشئ صورة © بالتشابه 5 ؛ باستعمال خواص 
التشابهات. 
[] نعتبر النقطتين ۸ و 8 لاحقتيهما علي الترتييب 1 | 
وا . © نقطة حيث 0608 مزبّعا . / مركز المربعء 
۸ 1 و ل منتصفات القطع [©1] ٠‏ [ ©4] و[41] | 
على الترتيب . 
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“f (B)=K sf (O 
۰⁄۶ رو 1< (ة)‎ )C(=1 ن‎ 


1) عيّن 4 حتى يكون 


کے ا نا 
١‏ 2) عن © حتى يكون التحويل ۲ دوران زاويقه ب ٠‏ 


؛ تعتبز المربع 4807 مركزة 
۶ حيث 800 - 48 وك 


[]إفي المستوي المرب 


ن © منتصف [2©] 
ى التشابه المباشر حيث م - ( 4) 5 
0-(6)؟ 

اعتير المعلم المتعامد والمتجانس ( 1:١‏ 4) حيث 
AB =8«‏ , ال 

1) عن لواحق النقط ۸ء ۲€ و 0. 

[2) بالتشابه ؛ ‏ النقطة ۸١‏ ذات اللاحقة ‏ تحول إلى 
النقطة ' 34 ذات اللاحقة' ‏ حيث + 2 


> مع © 


أحسب »وم . 


أحسب اللاحقة ‏ للنقطة 2) مركز التشابه 5 , 
انعتبر الأعداد المركبة الثالية: 1= ١2,‏ 7+ 3ل = .12 
و و 1= . 


النقطام . 8اء 6و2 
لواحقها على الترقيب ,2 + وج »ج وج . 

ليكن ء التشابه المباشر الذي ۸ إلى 8 و © إلى 2. 
1) جد الكتابة المركبة للتشابه 5 » عيّن عناصره . 

2) إذا كانت ' ۸۷1 صورة 4 بالتشابه 5 و42 مركزه » 
برهن أن المثلث ' 2211/1 قائم . 

) أعط العناصر المميّزة للتشابه المباشر / المعرف 
بالكتابة المركية :-2+ 2( z'=)1-1‏ . 
2) في كل من الحالات التالية ء عين التشابه المباشر و 
حيث که “ريكون : 

- التحاكي الذي مركزه 0 وتسيته 1 . 


۴ 


الاتسحاب الذي شعاعه (1-: 


Sr 
= زاويته‎ 8 
د‎ 


- التشابه المباشر الذي مركزه ) 
ونسبته 2. 
تناج ليكن 5. التشابه المعرّف بالدالة المركبة الالية : 

H+ (1+i)z +2‏ 2. 
1) حدد العناصر المميّزة للتشابه 5 وليكن / مركزه. 
2) إذا كان ' 1,1 =( 11) 5 فما هي طبيعة المثلث ' /0/1/؟ 
3) ما هي المجموعة جا للنقط 14 من المستوي التي يكون 
من أجلها ' 014 - 0M‏ ؟ 
4) ما هي المجموعة ۴ للنقط 44 من المستوي التي يكون 
من أجلها ١-0‏ /01. 011 ؟ 
في المستوي المركب النقطتين 14 و ' 14 
لاحقتاهما على الترتيب بز + ×= ج و' نرذ+! += 2 م8 
براء ' »ر روا ر أعداد حقيقية , 
نفرض أن الثنائية (' ر" :) مرتبطة بالثائية (لاة ) 
بالعلاقتين التاليتين : 10+ ر3+ ×3-= ا × 1 
و5“ (3- ×3 .y‏ 
عبر عن ' 2 بدلال 2 وتعرف على التحويل المرفق ٠‏ 
|5 في المستوي المركب تععلى النقلة 4 ذات الح 
2+1 ونعتبر التشابه المباشر ى ذي المركز 4 ٠‏ النسبة 2 
والزاوية کے . هذا شه يحول () 14 لك( :)14 


1) عبر عن ' 2 بدلالة 2 ٠‏ 

2) عبر عن الإحداثيتين' × و ' بر للنقطة' 14 بدلالة 
الإحداثيتين × و ر للنقطة 84 . 

3) أكتب معادلة ديكارتية للمستقيم (' /) المحول بالتشايه و 
للمستقيم (2) ذي المعادلة 3= ٭ . 

[! في مستو موجه » حتد التشابه المباشر الذي يرفق 
بالنقطة (1:1) ۸ النقطة (2:0-) 8 ويرفق بالنقطة 
(1-:2) © النقطة (1-;4-) 2 . 


: ج التالية‎ LY 


ج للحل الآخر . 
Ro NNE‏ 
دسي ۸ 8 ٠‏ ,1 و1 النقط التي لواحقها 2 ٠‏ 


. ووج على الترتيب‎ 2, ٠ 


نقطة 1 ذات اللاحقة ج ٠‏ النقطة ' 44 ذات اللاحقة' ج 


يث + جه« : . 


© و8 علما أنّ صورة ۸ بالتحويل 7 هي 8 
وسور ة1 بالتحويل 7 هي 1/1 


ب - ما هي طبيعة التحويل 
[#] في المستوي المركب نعتبر النقط (1:0) .4 * 
C (1;1) 8 (2:0)‏ . 


- عيّ نسبة 


اوية التشابه المباشر الذي مركزه 8 


٠‏ النقطة' 34 ذات 


ما هي طبيعة التحويل 7 ؟ 

ما هي طبيعة المثلث' 8/1/4 ؟ 

[ 1) المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجائس 
مباشر . ٠,4‏ 8اء © و 2 نقط من المستوي لواحقها 
على الترتيب : 1+2 » 5421 » 1441و ن-2 


4 


عيّن التشابه المباشر 5 الذي يحول النقطة 4 إلى النقطة 
© »و النقطة / إلى النقطة 8 (تعطى العناصر المميّزة 
للتشابه 5). 

2) لتكن النقطة م التي لاحقتها 3 . نضع من أجل كل 
عدد طبيعي 7 : (,۸) 5= ,۸ واا ,0۸ا u,‏ 
حيث © هي مركز التشابه 5. 

احسب اا © || بدلالة . 

ما هي طبيعة تعره 2 


أحسب ,4 نا . 


۸'4 8'« ۸# حيث‎ B's 468 4 E 


حيث' ۸= (4) 5 و ' 8 =(8) 8 


[7!! في المستوي الموجّهء 48٥‏ مثلث قائم ۸ ومتساوي 
حيث 2 -(48:46) . 

ھن حيك 5-(55:5) 

نعيّن / منتصف القطعة [ ©86]؛ 11 نقطة كيفية من 

[©8] متمايزة عن 8 و ©. 

۶ و 0 نقطتان من[ 48] و[ ]4٥‏ على الترتيب حيث 

يكون ۸۲۶10 مستطيلا . 

أ- برّر وجود تشابه مباشر وحيد 5 حيث 4(=8) 5 

وم-(5)0. 

ب - حدد الطبيعة والعناصر المميّزة لهذا التشابه ٠‏ 

ج - استنتج أن المثلثين ۸ و ۶8/ متقايسان مباشرة ٠‏ 

[[ في المستوي الموج ۸8٥‏ مثلث متقايس أضلاحخ 

B' «< [BC] منتصف‎ 4' .(AB 


َك 

في كل حالة من الحالتين التاليتين 0 

2 a (AB )//(A'B') - 

أ 

ب- 4رء 48 و' 8 في استقامية . 0 
lem 0.Scm 2‏ 

س2 0 

0 TT 7 

0 

0 


انقترح إثبات أن المثلثين ۸8€ و ' ©' ۸'8 متشابهان 


ب ليكن ۴ المستوي المركب المنسوب إلى معلم 
1) ولهذا نبحث عن وجود تشابه مباشر 5 حيث : ومتجانس ( 4:7 : 0) تؤخذ الوحد »16 ٠,‏ 


7779/0 12 تعطى النقطتان ۸ و 8 لاحقتيهما علي الترتيب‎ .S(C)=A'sS(B)=C'« S(A)=B' 
٠ أ برهن أن للمثلثين ۸8€ و' 6 8' 4 نفس مركز ثقل التحويل / في المستوي © » يرفق بكل نقطة 4 ذلك‎ 


أواستنتج مركز التشابه إن وجد . اللاحقة ج النقطة' 46 ذات اللاحقة' ‏ حيث 
9+ داج 
1) أ - برهن أن التحويل / يقبل نقطة صامدة © 
نّ التشابه المعرآف سابقا محقق . ا 0 إحدائييها 


ب - برهن أن التحويل / هو تشابه مباشر زاويته 5 


8-(8)'دو'©د(©)'5 ؟ 
rr‏ 


لنَلَعّ 6 ١‏ ,© ۰ ,۸ و رم أعداد حقيقية . برهن أن : 


۲ ونسيته < . ما هو مركز‎ OT DEE 

اك 3116 2) | -ما هما صورتي النقطتين ۸ و 0 بالتحويل / ؟ 
ب مركب تحاكيين ,/ و ر۸ » نسبتاهما ,/ و + هو ب - برهن أن © هي نقطة مشتركة للدائرتين © و © ذات 
انسحاب أو تحاك نسبته ر . القطرين على الترتيب [04] و[ 08] . 
ري د می ل مخ متت ج -بيّن أن 2 هي المسقط العمودي للنقطة 0 على 

ومتجانس مباشر ( 4:7 : 0) (تؤخذ الوحدة «5) » تعطى ‏ (48) - 


النقط 4 » 8 و © لواحقها 1 2/ و 8+ 2/ على 
ا د - أنجز رسما يتضمن النقط ۸» 8 و 22 وكذلك الدائرتين 
ين 1 ل و ۸ منتصفات القطع [08] ٠‏ [©4] 66 

0 [7] في المستوي الموجه » نعتبر المستطيل ۸860 

: حيث 2/.- ۸8 ۰ 1= ۸2 و(48:45) ذادية 
وجود تشابه مباشر وحيد ی يحول 4 إلى 1 
0ن 8. قائمة مباشرة ؛ 7 منتصف القطعة[ 48] ٠‏ 
ب - عيّن النسبة والزاوية للتشابه 5 . ينسب المستوي إلى معطم متعاد رمتجاس ( 0:257( 
ج - أعط الكتابة المركبة للتشابه و . نت كلا دع ر SAD‏ 
د-عيّن صور النقط 8 . © و 7 بالتشابه م . 
2. نعتبر التحويل 5ه . 
١‏ - برهن أنّ *5 هو تحاك يطلب تحديد مركزه ونسبته . 


ليكن 5 التشابه المباشر يرفق بكل نقطة 1 ذات اللاحقة 2 
النقطة ' 84 ذات اللاحقة' ج حيث ط+ ١-62‏ 2 مغ © 


3 7 وام عددان مرکبان و ۾ غير معدوم ٠‏ 
ب -ما هي صور النقط © ٠‏ 8 و 4۸ بالتحويل ء ؟ 1) عبن العددين ۾ و ط حيث ©-(2) 5 و 8= -(60) 5 


ج - استنتج أن المستقيمات (©0) ٠‏ (87) د( 446) 2 2) لیکن 7 التشابه المباشر يرفق بكل نقطة 14 ذا 
متقاطعة في نقطة واحدة . قة' 2 حيث : 


عيّن النسبة والزاوية للتشابه 7 . 

3) بين أن التشابه 7 يحول 8 إلى 1 - 

4) بيّن أن المستقيمين ( (81) و ( 1©) متعامدان . 

5) بين أن 2 مركز التشابه 7 هو نقطة تقاطع المستقيمين 
(C1)s (BD)‏ - 

[7 في المستوي المركّب منسوب إلى المعلم المتعامد 
والمتجانس (  )0 ٠۷‏ نعتبر التحويل / يرقق بكل 


ج النقطة' ۸4 ذات اللاحقة ' 2 


AM "+ M+ AM - 6 


3) برهر 


4) إذا كانت 4: مبدأ المعلم » أعط الكتابة المركبة للتشابه 
؟ وأوجد المساواة المطروحة في السؤال الأول 

[7ع في المستري الموجه » نعتير دائرتين © و “© ٠‏ 
مركزيهما © و' 0 ونصفي قطريهما / و'/ على الترتيب 
متقاطعتين في النقطتين ۸ و 8 


1) برهن أنه يوجد تشابه مباشر وحيد ى مركزه 4 
© إلى ٥'‏ » يطلب تحديد زاويته ونسبته . 

2) لتكن 44 نقطة من ©؛ أنشئ صورتها ' 1 بالتشابه 5. 
قارن الزوايتين الموجهين ( 07 04) و (711 678:6 
أثبت أن النقط 44 ٠‏ 8 و ' 14 في استقامية . 

5 في المستوي الموجه . نعتبر المثلث القائم ۸8€ 
حيث 2 -(25:69) . 


الارتفاج من © يقطع ( ۸8) في // ويقطع الموازي ل 
( ©8) المرسوم من ۸ في 2 . 
نضع ط- © و ۾= 8€ . 
1) ليكن التشابه المباشر 5 الذي يحول © إلى ۸ و 8 إلى ©. 
أ- عيّن نسبته بدلالة » و ط وأحسب زاويته . 
ب - استعمل هذه الزاوية؛ برهن أنّ مركز التشابه 5 هو ١4‏ 
ج -ما هي صورة 4 بالتشابه ى ؟ 

2) استعمل 5 برهن المساواة HC? = HA x HB‏ 
3) لیکن 1 منتصف [ 86] ٠‏ / منتصف [©] و ۸ 
منتصف [42] . 

برهن أن المثلث 1/8 قائم في ل و ٨1‏ قاعدة الارتفاع 
المرسوم من ٠ J‏ 
[[] في المستوي الموجه » نعتبر المثلث القائم والمتساوي 
الساقين ۸8€ حيث 1= 16/- 48 مع 1 ثابت 


6005521112 


حقيقي موجب تماما , و - ( ©4: 


4 بالنسبة ل ٠8‏ 0 منتصف [62] 


نعين 1 
و 7 الدائرة ات القطر [ 7©] . مثل في شكل النقط 4 > 
cB‏ ©ء 2ء 0 ولدائرة 1 
نسمي + التشابه المباشر الذي يحول (1 إلى 8 و إلى © 
نريد تعيين العناصر المميّزة ل ؛ ونسمي / مركزه ٠‏ 
ac 57‏ ر ونعتبر المعلم المتعامد 


نضع LAF‏ 
والمتجاس ( 7:7 :۸) للمستوي المرب ؛ نضع ,2 
لاحقة النقطة 1 . 

1) عيّن لواحق النقط ١9‏ € و 0 ٠‏ 


النقط ۸ + 8 ء © و2 ذات اللواحق على الترتيب 


2¢ 26+34 ٠ z2, +1د‎ 


جك د 


1) مش النقط ۸ › 8 + © و 82 
5) برهن له يوجد تشابه مباشر / حيث 4(=8) / 
أو f (C)=D‏ 


هذا التشابه هو دوران ؛ مطلوب تحديد عناصره 


٠‏ يحول 


/ النقطة دات اللاحقة +1 » 14 و ١‏ 


عق لین [©4] و [80] على الترتيب 


السؤال السابق » طبيعة الرباعي 


5) تعتر التقطتين ۲ و © حيث يكون الرباعيان 1۸۲8٠‏ 


0 مربّعين مباشر 


ج للنقطتين م و © ٠‏ 


قيسا لكل من الزاويتين 
|:| »)10 €( 

استنتج العناصر الممهّزة للتشابه المباشر ‏ حيث 
(4)=P‏ م« ر 6(»0)م 

إج - استلئج أن / هي صورة /1 بالتشابه , 


|استنناجه بالنسبة للنقطة 'ر ؟ 


ما يمكن 


[[ تعطى دائرة ثابتة ذات القطر | 18/]» ۸١‏ نفطة متغقرة 


جد المحلين الهندسيين للنقطتين ١‏ و 8 وأنشتهما. 


إعلى هذه الدائرة وننشئ المربع في الاجا المباشر ۸۸۸۲ء 


في المستوي الموجه ٠‏ ©186, مثلث متقايس أضلاع 
2 
الرأس ۸ ثابت و © مركز ثقل هذا المثلث . 

ما هو المحل الهندسي للنقطة © لما 8 تمسح دائرة ( ©)؟ 
كن ينسب المستوي المركب ( ۴) إلى معلم متعامد 
ومتجانس . 

1) عين المجموعة (0) للنقط 11 من ( ©) ذات اللاحقة 
ج تحقق 4=ا 3-1 - :(3/-1)اء 

2) عيّن العبارة المركبة للتشابه المباشر ؟. الذي يحول 
النقطة 4, ذات اللاحقة 7 إلى 0 مبدأ المعلم ويحول النقطة 
#ذات اللاحقة 0/3 إلى' 8 ذات اللاحقة /4- . 

حتد المركز ‏ الزاوية والنسبة للتشابه 5 . 

3) باستعمال نتائج السؤال 2) جد المجموعة (0) المعرّفة 
في السؤال الأول ٠‏ 

[إ] في المستوي نعتبر دائرتين © و '© متقايستين 
مركزيهما 0 و' 0 ونصف قطر كل منهما ۸ ۰ 
ومتامستين خارجيا في النقطة 4 . 

بكل نقطة ۸4 من الدائرة © نرفق النقطة ' 44 من الدائرة 


حيث =( ۸8:۸6 


© حيث )2+ =( 00:001 مع €2 4 . 


برهن أنه يوجد دوران ذي الزاوية لك يحول © إلى © » 
ويطلب إنشاء مركزه ©۰ 

2) ما هي صورة /1 بهذا الدوران ؟ 

3) بن أن 1 منتصف [' 4/] هو صورة 11 بتشابه 
مباشر / ذي المركز 22 . عيّن العناصر المميّزة لهذا 
التشايه . 

4) أعط صورة 0 بالتشابه ر ری لزوية (27 017 
]في المستوي المرجه ٠‏ 
2 مربّع حيث 

كع زقمضم) ٠‏ 

نلة من المستقيم (:1)00 
المستقيم العمودي ( 411) 


في 4 يقطع ( 8€) في ١4و‏ / منتصف القطعة [ 8/7]- 


أ - برهن أنّ المثلث القائم ۸1/۷ هو متساوي الساقين . 
ب - برهن أن النقطة / هي صورة 1 بتشابه مباشر . 
ج-ما هي مجموعة النقط 1 لمآ ۸1 تمسح المستقيم 
(©م)؟ 

[إنضع 2+ 1-1(2) = » . 

عبن مجموعة النقط 14 ذات اللاحقة 2 بحيث تكون طويلة 
1 

1) باستعمال التشابه المباشر ذي المركز (2:0) ۸4 ٠‏ 


ل والنسبة 2 


2) باستعمال طريفة أخرى 

64 

1 054 

ني المستوي الموجه ؛ نعتبر مربّعا مباشرا ۸802 ذي 
المركز 0 . لتكن ۶ نقطة من القطعة [ ©86] وتختلف عن 
8 . تعيّن © تقاطع المستقيمين (۸) و (2©). 


تستقيم 4 العمودي على (4۳) في ۸» يقطع ( ©8) في 


| - حتد صورة المستقيم ( 8€) بالدوران ” مبررا إجابتك . 


ب - عيْن صورة لكل من النقطتين ۸ و 2 بالدو 
> - ما هي طبيعة كل من المثلثين ۸۸۵ و 1/5 
ة [۶5] و 4/ منتصف 


ن. نسمي ١‏ منتصف القطعة 
القطعة [ 0۸]. ليكن ١‏ التشابه المباشر ذي المركز ۸ ٠‏ 


والزاوية ر 


4 

أ - عيّن صورة لكل من النقطتين ۸ و 7 بالتشابه و . 

ب - ما هو المحل الهندسي للنقطة ١‏ لمآ / تمسح القطعة 
[8€] باستثناء 8 ؟ 

النقط 84 » 8 . ١‏ و (/ في استقامية . 
ا 

۶ نقطة خارج الدائرة © و © نقطة داخلها . 


سے 


نريد إنشاء مظثا 048 متساوي الساقين وقائم في © فل" ||| 
الاتجاه المباشر » مع 4, و 8 نقطتين من الدائرة © ]5 
والمستقيمين (17) و ( 80) متوازيين . 
ل درا 
ا 
8؟ 
ب نضع (2) 5 -'م . برهن أن( 4۲(//)82) ١‏ 
إذا وفقط إذا » كان ([80) ل ('8۲) . 
2) أكتب مخططا لإنشاء مثلث 0/18 ويكون حلا للمسالة. 
nm‏ 
الشكل المعطى سوف يتمم من خلال 
الجواب عن الأسئلة 
في المستوي الموجّه. يعطى المثلث ۸8٤‏ 
ت2 48 > 5 +1= عد ركد (38:16) . 


1. أ - البرهان للدرس : برهن أنه يوجد تشابه مباشر 
وحيد 5 يحول 8 إلى ۸ و 4 إلى © . 
ب - عيّن النسبة والزاوية للتشابه 5. أ 
2. نسمي © مركز 5 . بن أن 22 تنتمي إلى الدائرة ذات!ا 
القطر [ 48] والمستقيم ( ©8) . : 


- أنشئ النقطة 60 . 

3. نعيّن / صورة النقطة © بالتشابه 5 ٠‏ 
أ - برهن استقامية النقط ۸4 2٠‏ و 7 ٠‏ وكذلك توازي 
(48) . أنشئ النقطة 2 . 
ب-يرهن أن 5 +3= C2‏ . 
4. لتكن 7 المسقط العمودي للنتطة 8 على( €5 
| اشرح إنشاء الصورة ۳ للنقطة £ بالتشابه 5 ومثل ‏ 
النقطة / في الشكل . : 
ب - ما هي طبيعة الرباعي 8۴0۴ ؟ 
[تإليكن 4 مستقيما و 0 نقطة لا تنتمي إليه ٠‏ 
تعتبر المثلث 048 قائم في 4, ومتساوي الساقين حيث 


نقطة متغيرة على المستقهم ى وح =(48:40) + 


elbassair:net 


المستقيمين )٥2(‏ و 


؟] في المستوي الموجّه المنسوب إلى معلم متعامد 

» 2 التحاكي ذي مركز ۸ والنسبة‎ ۸ ٠ .متجانس مباشر‎ ١ 
3 

ا الدوران ذي مركز ۸ والزاوية حت + ك. التناظر 

المحوري بالنسبة لمحور الفواصل و 5 تشابه ليس مباشر . 

كل حالة عبر عن 5 كمركب لتشابهات مستوية . 

- وه ودع زيب ومع “sor‏ 


وعد ل 


عرو وه 3 د واد 


59] في المستوي الموجه » 4 مستقيم و ۸ نقطة لا تنتمي 


التناظر المحوري ذ 


إن ذي المركز 4 والزاوية - 


رسم نقطة 14 تختلف عن ۸ ولا تتتمي إلى 4. أنشئ 
أ قصورة للنقطة 214 بالتشابه (ليس مباشرا) وه =٣‏ 5 


ب - أنشئ الصورة" 14 للنقطة 14 بالتشابه (ليس مباشرا) 


المستوي . 4 مستقيم ؛ ۸ و 8 نقطتين متمايزتين 
لا تنتميان إلى المستقيم 4 حيث ( 48) يوازي 4 


+ انسحاب شعاعه 48 و 5 التناظر ال 


في المستوي » 2 مستقيم » و ۸ نقطة من 4 . 

: التناظر المحوري ذي المحور 4 . ۸ التحاكي ذي 
المركز 4 والنسبة 4 . 5 و' 5 تشابهان (غير مباشرين) 
معرقان ب ۰۸ - ؟ و ىه 31-4 . 

برهن أنَ' 5 - 5 . 


4 التحاكي ذي المركز 4 والنسية ل . 
ى التشابه (غير المباشر) ذي الكتاية المركبة : 


م 


في المستوي المركب . 4 النقطة ذات اللاحقة ‏ +2 . 


1 .a'=iz+l-i 
. 7 - 5 نعتبر 7 التحويل النقطي حيث 8ه‎ 
أ - عيّن مجموعة النقط الصامدة بالتحويل  . استنتج‎ 
. 5 طبيعة‎ 
ب - ما هي طبيعة التحويل 7 ؟‎ 
باستعمال البرهان بالخلف أثبت أن التحويل "7 يقبل‎ 
. ۸ نقطة صامدة وحيدة وهي‎ 
. د - عيّن العبارة المركبة للتحويل 7 وجد النتيجة السابقة‎ 
في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد‎ [ 
» 1 ومتجانس مباشر ( 4;۷ : 0)» 4 النقطة ذات اللاحقة‎ 
. المستقيم ذي المعادلة ×= بر‎ 4 
الدوران ذي مركز © والزاوية » 6 التناظز‎ 7 
المحوري ذي المحور ي‎ 
. ء٠۲ أ- تحقق أن 0 و ۸ نقطتان صامدتان بالتشابه‎ 
ب - استنتج الطبيعة للتحويل 7ه ى وبرهن أن ' 5ه 5م‎ 
۰ مع '5 هو تناظر محوري يطلب تحديد محوره‎ 
في المستوي المركب» العابرة المركبة لتشابه 5 هي:‎ 74| 


برهن أن 705 - 5 حيث 7 هو دوران و 5 تناظر 
محوري يطلب تحديدهما ٠‏ 

!77 تعطى العبارة المركبة للتشابه (غير المباشر) 8 
في كل حالة » أكتب 5 على الشكل 05© - 5. مع © 
هو تشابه مباشر و 5 تناظر محوري يطلب تحديدهما ٠‏ 
أ 7-3 z=‏ نبء إدع نوع ع 1ج 


2 
عدب 


8 8 
دسا اد ا 
ET 32+1‏ 


في المستوي المركب » ك التشابه ذي العابرة 
8 314,2 5 
ا ا : 
Ir‏ 
عزن صورتي النقطتين 4 و 8 ذات اللاحقتين 4 و 1-4 
على الترتيب » بالتشابه 5 ٠‏ 
استنتج طبيعة 5 ٠‏ 


: 
1 
1 


تفي المستوي المركب ٠‏ 5 التشابه (غير المباشر) 
الذي يحول (:3-) 4 إلى (3)' 4 و(/3-2) 8 
إلى (نه-ج)' 8 
أعط الكتابة المركبة للتشابه 5 . ما هي نسبة 5 ؟ 
تأي الستوي المركب ٠‏ 5 التشابه ذي العابرة 
المركبة 5 

الع ا کور اتی لذي يفيل لين 


Siz +1+ 


4 و 8 ذات اللاحقتين 1+2 و2 على الترتيب » 


K J >‏ 1 
8D‏ مستطيل حيث قفو 
-١‏ صفء 2 - AB‏ رع (DC;DA)=‏ 
1 ء ۴ و J‏ منتصفات القطع المستقيمة [ 42/] » [ ©5] 


[82] على الترتيب 


المنسوب إلى | 
ر ([24: 2:2) » برهن أنه يوجد 


تابه وحيد غير مباشر 5 حيث 72 


-(4)ى 


3)6(- 


- دحقق من أنّ النقطتين .4 و 7 صامدتان بالتشابه '5. 


+ ما هي طبيعة التشابه 5. 


كدر 
قي المستري الموجه » 


نعتبر المربع 0/5 ضلعه 1ء i kK‏ 
حيث =(07.7) . ر 

4 نقطة كيفية من المستقيم ( 17) 0 o‏ 
وتختلف عن 1 . A‏ 


نرمز ب 5 إلى التشابه المباشر ذي المركز © ويحول / 


إلى 4 . الصور للنقط ل ٠‏ × و 4 بالتحويل 5 هي على 


الترتيب ' ل ' ا و 4. 


سس 


i(1‏ - ما هي طبيعة الرباعي ' [' 0۸K‏ ؟ 

ن أن النقط ' J‏ » ۸4 و' 4 في استقامية . 
ج-قارن بين الزاویتین (07,0۸) و (67.061). 
د - أعد الشكل المعطى أعلاه بأخذ 5= 01 وأنشئ 
النقط ' 3 ' كك و ۸. 
ه-بين ل ' ۸۲۸ = ۸۱0 
2) في المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد 
والمتجانس المباشر (0:57:57) . 


في كل مما يأتي نضع 4 لاحقة النقطة 4 و © عمدة 
للعدد المركب ى 


کا 


أ - بين أن 0-1 يقبل كعمدة 


1 
إلى المستقيم ( /1) ٠‏ بين أن 
(52,51)-[61.28). 


ب - استعمل التناظر بالتسبة إل 


»- هي عمدة للعدد المرب (1+1)-4. 


3) 14 و' 14 نقطتان من المستوي لاحقتاهما ج و' ج 
على الترتيب ٠‏ 
أ - بين أنه إذا كانت ' ۸1 صورة 14 بالتشابه 5 » فإ 


ب - عيّن بدلالة © ء اللاحقتين ' / و '4 للنقطتين ' ۸ 
و '4 على الترتيب . 
مز برج ورج إلى لاحقتي الشعاعين ' £۸ و2741 


elbassairnet 


باستعمال السؤال 2) ء بيّن أن ,> هو حقيقي وج هو 

تخيلي صرف . 

4) بين أن ' ۸ هي نقطة من ( ۸/) وتحقق : 
.(K'A')L(JK)‏ 

[[#المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس | 

(4:7: 0) (تؤخذ وحدة الرسم 1©0) ٠‏ 

نعتبر النقط ,۸ ۸,٠‏ و ر۸ ذات اللواحق على الترتيب 

=4 -i و‎ z= -1-4 2= 5-4 

1 | - برّر أنه يوجد تشابه مباشر وحيد 5 حيث : 

١ 5 )4,([ 2 ب4‎ 5 ) 4, 


اجا استنتج النسبة » الزاوية واللاحقة © للمركز © ٠‏ 

أللتشابه 8. 

أد - نعتبر 14 و ' 714 نقطتين من المستوي لاحقتيهما > 

< S(M)=M' عو‎ 


المنلث ' 998/1 + 
» نعرف النقطة 


2 من أجل كل عدد طبيعي !7 
11 6ه ,را ونع 4 ر 


النقط ,4, ۸4,۰ و ۸ وأنشئ هندسيا النقط ,۸ » 
Aes As‏ 


لية )٠,(‏ هندسية . 


< Vy =U FU ااام‎ 


بدلالة ۸ . 


4) أ- أحسب يدلالة ۸ للدائرة المحيطة 


٠‏ نصف القطر 


ن أصغر عدد طبيعي م حيث » من أجل كل عدد 
0 : لذا كان م< م ءفإن 10> ٣,‏ . 
4 الهدف هو دراسة بعض الخصائص للشكل المعطى. 


»ب المستوي إلى معلم متعامد ومتجانس مباشر. 


الرباعي 81070 - 
الجزء 7 : 

إنعين الأعداد المركبة «١‏ »ر م و ي لواحق النقط ۸1 
۷ ۶ و © على الترتيب. 


U 


ه66 


1. ليكن /. التشابه المباشر ذو المركز 44 والذي يحول 
N‏ إلى 5 . 

أ- عيّن النسبة والزاوية للتشابه / . 

اب - نضع 7 لاحقة النقطة ۸ . برهن أنّ : 


ظ 


5 / و لواحق النقط 5ء 7و ل على الترتيب. 
2. برهن أن للرباعيتين من النقط ( © :5 : /8: 14)) 
و (/2: 5:7 : 8) نفس مركز المسافات المتساوية. 
3. أ برهن المساواة (-) = 


3-6 
ب - ما يمكن استنتاجه حول طولي القطعتين [ ۸7] 
و[ /1؟] هذا من جهة ؛ والمستقيمين ( ۸7) و ( 5]7) من 
جهة أخرى ؟ 
الجزء 17 : قي هذا الجزء نستعمل الأعداد المركبة . 
1. برهن ٠‏ مستعملا النتائج المحصل عليها في الجزء 1 ٠‏ 
أنه يوجد دوران وحيد م يحول ۸ إلى 5 و 7 إلى لا ٠‏ 
2. اشرح كيف يمكن إنشاء هندسيا النقطة © » مركز 
الدوران ج . أنجز هذا الإنشاء على الشكل . 

بكالوريا 
الهدف من التمرين هو دراسة التشابهات المباشرة التي 
تحول المجموعة ,5 لرؤوس مريع ,© معطى ؛ إلى 
المجموعة ,5 لرؤوس مريع ٥‏ معطى ٠‏ 
يتسب المستوي المركب إلى معلم متعامد ومتجانس مباشر 
[0:7:7) » وحدة الرسم تؤخذ 2671 ٠‏ 1 
سير IGG iF cE. 5D 6 <8 A‏ 
لواحقها على التر 
نس 3+i «3-i‏ نجل 
,© هو المربع ذو الرؤوس 4ء ۰8 © و 2 مركزء,0 + 
.© هو المربع ذو الرؤوس 122ء 27 © و ۴1 مركزه 00 


EET ESL 
2 2 2 


,5 هي إتن المجموعة | 2, ©. 4.8] ور5 هي 
المجموعة (11, {E.F,G‏ . 

1. مثل كل النقط في المعلم (0:4:7) - 

2. ليكن ۸ التحاكي مركزه 42 ذي لاحقته 1- وتسبته 2. 
أعط الكتابة المركبة للتحاكي ۸ وبين أن / يحول ,5 إلى ر8 
3. ليكن ؟ التشايه المباشر الذي يحول ,5 إلى.5 و بم 


التحويل النقطي المعرف يب و8710 - ۾ ٠‏ 


المركز,0 والزاوية - 


) المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد 


. 20« وحدة الرسم تؤخذ‎ )0:1:١( 


على النقط 4, . € ١‏ (1 و 2© لواحقها على الترتيب 


الجزء 1 


1. لتكن الداترة © ذات المركز 12 


بل النقطة ۸ 


أ - بين أن الدائرة © تشمل النقملئين 
ب بين أن[ 4] هو قطر للدائرة © 

ج - في ورقة مليمترية أنجز شكلا تمش فيه النقط ۸. €> 
و42 وأرسم ©. نسمي 8 النقطة الثانية لتقاملع 
الدائرة © والمستقيم (0۸) . 

د بيّن أن النقطة © تقع خارج القطعة[ /4] . 


سس 


2. بين أن المثلثين 0/47 و 008 متشابهان وغير 
متقايسين . 
3. 5 التشابه الذي يحول المثلث 068 إلى المثلث //0. 
أ- برهن أن 5 هو تشابه غير مباشر ولیس تناظر محوريا. 
ب - عيّن نقطة صامدة للتشابه $ وبيّن أنها وحيدة . 
الجزء 11 
1. أ - استنتج من السؤال 2. للجزء ]1 أ : 
OA xOB -06 xOD‏ . 
ب - استنتج الطويلة وعمدة للاحقة ى2 للنقطة 8 . 
2. عيّن كتابة مركبة للتشابه 5 . 
3. عيّن الطبيعة والعناصر المميّزة للتحويل 8ه 5 . 
5 (*) المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد 
ومتجانس مباشر ( 4:7 : 0) . نعتبر التحويل النقطي 7 
يحول ( 2) 14 إلى (' 2)' 11 حيث : 
3i 2 +2+ 6‏ 
1. أ - تعرف على طبيعة التحويل 7 . 
ج)" 14 صورة' 11 بالتحويل ۲ . عبر 


عبن طبيعة التحويل "51 ”7 وعناصره الممهّز 
2. أ - عبر عن الإحداثيتين' × و ' بر للنقطة ' 1/ بدلالة 
الإحداثيتين × و ر للنقطة 4 . 
ب - برهن أن 7 يقبل نقطة صامدة وحيدة ۸ يطلب 
لاحقتها. 
3. برهن أن 7 هو مركب تناظر محوري ذي المحور 
(' :) متبوع بتشابه مباشر ؟. يطلب تحديد عناصره 
المميّز 2 
4. برهن أن 7 هو مركب للتحاكي ذي المركز ۸ 
والنسبة 3- ٠‏ والتناظر المحوري ذي المحور (4) » 
المستقيم معامل توجيهه | ويشمل النقطة 4 ٠‏ 
يمكن تعيين الطلبيعة للتحويل ۲ء" والاهتمام بنقطه 


002551-16 


الصامدة, 
5. ما هي المستقيمات التي تحول إلى مستقيم موازي 
بالتحويل 7 ؟ 

191 


3[ في كل سزال اختر الاقتراح الصحيح . 
1) التحويل الذي يرفق بكل نقطة 4 ذات اللاحقة ج 
النقطة ' 84/ ذات اللاحقة ' ج حيث 3- 2/2 ١-<‏ 2 


اتناظر مركزي مركزء (3:2-)0© ٠‏ 


نعتبر في المستوي الموجّه نقطتين متمايزتين ۸ و 8؛ 


إونعين / منتصف القطعة [ 4۸] . ليكن / التشابه المباشر 
٠‏ النسية 2 ولت قياس لزاويته ؛ لیکن م 


ا 
2 3 


ذي المركز ۸ 
زاويته ؛ ليكن / التناظر المركزي ذي المركز 7 . 
[!-] ۶ ۸۰ يحول 4 إلى 8 وهر دوران . 

إب -] ”ره ۸١‏ هو التناظر بالنسبة إلى محور [ ۸48]. 
إج -] “ره ۸۰ هو ليس تشابها مباشرا . 


23 
[د-] “ره مم هو الانسحاب الذي شعاعه AB‏ . ا 


مير بين الجمل الصيحة والجمل 

1) الكتابة المركبة 2/2 جا ج تعرّف تشابه م 

النسبة 4. 

2) الكتابة المركبة 4+ 32 جا ج تعرّف تحاك نسبته 

3) الكتابة المركبة (1+1) جا ج تعرّف تشابه مباشر - 

زاويته كد . 

4) الكتابة المركبة 3+ ج/3- جا ج تعرّف تشابه مباشر 
32 

ا 

7 أذكر في كل حالة إن كانت الجملة المقترية 
صحيحة أم خاطئة . 

1) التناظر المحوري بالنسبة إلى مستقيم هو تشابه مباشر. 

2) الدوران في المستوي هو تشابه مباشر نسبته,: 

3) التحاكي قي المستوي هو تشابه مباشر معرفٍ بنفس 

المركز ونفس النسبة . 

4) التناظر المركزي في المستوي هو تشابه مباشر زاويته 

7 ويعرف بنفس المركز . 

5) مبدأ المعلم هو مركز لكل تشابه مباشر الذي يعرف ب : 

>( إ6+ه) -' 2 مع » وط عندين مركبين . 

7 (2)« نقطة لاحقتها 2 ؛ 8 التحويل النقطي في 

المستوي يرفق بكل ( 2) 2 ٠‏ (' 2)' 14 حيث : 


قر إ۰ 


ما قولك عن العبارات التالية ؟ 
1) التحويل 5 هو تشابه مباشر في المستوي ٠‏ 
2) التحويل 5 له نقطة صامدة وحيدة وهي © + 
اعت ا ا 


نتقال و × هو قيس 


الزاوية المحصورة بين اتجاهي القوة 


و للجداء السلمي تطبيقات في مجالات كثيرة في الفيزياء نذكر منها على سبيل المثال لا الحصر : 
ت الطاقة و عزم الحركة لجسم 
أت حركة السوائل 
الكهرو مغناطيسية 
معادلة ماكس وال 8600611 ( إنجليزي 1831 - 1879 ) 
قوة لورونتز 10۵162 ( هولندي 1853 - 1928 ) 


€ مثلث و ( ل ) مستقيم يشمل ۸ » '8 المسقط العمودي للنقطة 8 على ( 0 ) .© 
المسقط العمودي للنقطة © على ( ل ) » "8 المسقط العمودي للنقطة '8 على ( ۸€ ) » "© المسقط العمودي 
للنقطة "© على ( ۸8 ) . 1 نقطة تقاطع المستقيمين ( "8 '8 ) و ( "© © ). 

ACAI =ACAF =AC AB s,s ABAI =ABAC=AB AC 
أن المستقيمين ( ۸1 ) و ( 8€ ) متعامدان.‎ 


۷ شعاعان من المستوي 
IED ’ Fo |- k= |= o‏ 
© يدك )+(t-*)= ef =F‏ +( 


استنتج أن قطري متوازي أضلاع يكونان متعامدين إذا كانت أضلاعه متقايسة 


۸8€ مثلث كيفي › '۸ ء '8 و ' المساقط العمودي للنقط ۸ ٠‏ 8 و © على ( 8€ ) * 
( © )و ( ۸8 ) على التراتيب . 11 نقطة تقاطع ( '88 ) و( "00 ) . 
أحسب : 81/4 و CHAB‏ 
أحسب : 177.86 


“م 


في معلم متعامد و متجانس ( [.1. © ) ٠‏ ( © ) هي الدائرة التي معادلتها 
٢. ٠ + - 2۲ +4 + 1-0‏ نقطة إحدائياها ( 3:4) 

ل قطرها . أرسم هذه الدائرة و عَلّم النقطة ٣‏ . 

ن ”1 المماسين للدائرة ( € ) في النقطتين ۸ و 8 . بين أن ۸ و 8 تتتميان إلى دائرة ( © ) 
قطرها [111] 

3) أكتب معادلة للدائرة ( "© ) ٠‏ عين إحدائيات ۸ و 8 


4) أكتب معادلة لكل من المماسين . 


1) عين 54 مركز الدائرة و ۸ له 


2) نر 


۸ » 8 نقطتان متمايزتان من المستوي حيث 2 = ۸8 . ٤‏ مجموعة النقط 14 من المستوي 


1) بين أن 16 نقطة من ( 8 ) إذا وفقط إذا 0= MA? -9MB?*‏ 

2 ليكن 6 مرجح ((1, 8 ) , (3, 8) )و × مرجح الجملة ((1-,4) , ( 3-. 8) 
- بين أن 6 و × نقطتان من ( 8 )ا 

3) عبر عن 1142-9182 بدلالة 3406 و 748 ثم استنتج طبيعة المحل الهندسي ( 8 ) 


,7) نعرف النقطة (5, 2 - )4 و المستقيم (4) 


ذا المعادلة 1+ ×3 
1) لتكن 11 المسقط العمودي للنقطة ۸ على ( 4 ) . عين إحداثيي 11 ؛ واحسب المسافة 411 ٠‏ 
2) 3 ) نعتبر الدالة العددية / حيث 20+ /28 + */10- (<) f‏ 

- أدرس اتجاه تغير الدالة / و استنتج القيم الحدية لها . 
M )‏ تقطة من ( ل ) . أحسب 4/14, بدلالة ا 

- استنتج بعد النقطة ۸ عن ( 4 ) ٠‏ 


1) أوجد إحداثيات النقط L yK ١1. 8 . © . A‏ 
2) بين أن المثلث 11 قائم و أعط قيمة مقربة إلى 0,1 لقيس الزاوية 21 ۸ 
3) باستعمال علاقة الكاشي (في مثلث ما » ومه. 2 - +٥‏ 3ع *4)ء 
عين قيمة مقربة إلى 0.1 لقيس الزاوية / © .4 
4) ا) أكتب معادلة لسطح الكرة 
ب) تحقق أن 5 تمس أوجه المكمب من الداخل . 
ج) عيّن تقاطع 5 مع المستوي الذي معادلته 0= < 


name 


آله الجداء السلمي في الفضاء 
1. تعريف : 

٩‏ و ۷ شعاعان من الفضاء . ۸ » 8 و © ثلاث نقط 
0 ا 
ا حيث 48- v =AC , u‏ 
ا يوجد على الأقل مستو ( ۶ ) يشمل النقط ‏ » 8 و © بحيث 
الجداء السلمي للشعاعين : ٠‏ 7 هو الجداء السلمي للشعاعين 
48 : 4€ فى المستوي ( ۴ ) 


+) + ت-‎ |) : aa في‎ ١ 


و هي عبارة مستقلة عن تمثيل ٠‏ و ٠‏ وبالتالي مستقلة عن المستوي ( 2 ) 


خواص الجداء السلمي في المستوي تطبق على الأشعة من نفس المستوي في الفضاء E‏ 


/ شعاعان من الفضاء ينتميان إلى نفس المستوي » ۸ عدد حقيقي 
٠ aa +‏ مد ته « رسع مه تعض ١‏ لإعلء+ Ff Fras‏ 


خاصية: نا ]8م و۷ أشعة من الفضاء . لدينا + (=u‏ س+ 4 أ 


E 


تعريف : يكون الشعاعان » و ۷ متعامدين إذا و فقط إذا كان 0 = 
© عمودي على كل شعاع من القضاء. 

العبار؟ اة 

في أساس متعامد و متجالس لیکن ( 2 , 'ر, )4 و ( 2, 'ز,' :702 


لدینا : ' جج٣‏ ر برجا معد ر 


نتيجة : لتكن النقطتين ( 4)٠,‏ د (,2. و 8)٠,‏ في معلم متعامد و متجانس من الفضاء 
لدینا ‏ 7( 2= )+( - و +( ×- وجل - 48 


في المستوي ( 5713© ) المستقيمان ( ۴۴۸ ) و ( ۴٣‏ ) متقاطعان في ۴۔ 
ب : AG.FH - (AE +EG)FH = AE FH +EG FH‏ . 

,ما أن 815014 مربع فإن قطريه متعامدان ومنه 0= 80.577 . 

أن المستقيم ( ۸۴ ) عمودي على المستوي ( 70113 ) فإن 0= 45.5287 « وبالتالي 0= 246.577 
AG.FC - )48 +80(1 = AB .FC +86.‏ . 

و دما أن 80017 مربع فإن قطريه متعامدان و بالتالي 0= 80.50 . 

و مما أن المستقيم ( ۸8 ) عمودي على المستوي ( 8017 ) ٠‏ إذن 0= 48.750 ۰ وبالتالي 0 - ۸6.۴٥€‏ 
ال.ستقيم ( ۸6 ) عمودي على المستقيمين المتقاطعين ( 115 ) و ( ۴٣‏ ) من المستوي ( 0511 ) » أي أن ( 46 ) 
مودي على ( C۴۴‏ ) . 


أي مم متعامد و متجانس من الفضاء لدينا النقط (2:0-:1-)4 , (2-:8)3:1 , (2:0:1-)© , (1:0-:2)2 
| !) هل المستقيمان ( 433 ) و ( (1© ) متعامدان ؟ 


) هل المستقيمان ( 418 ) و ( ۸€ ) متعامدان ؟ 


اه 


1( 20 16-3+2=15= 7800 
و بالتالي ( ۸8 ) و ( C7‏ ) ليسا متعامدين 

AB AC =-4+6-2=0 (2‏ 
و بالتالي ( ۸8 ) و ( ۸٤‏ ) متعامدان 


تعريف 


الإسقاط العمودي في الفضاء 
لیکن ( ۲ ) مستو ‏ 9 نقطة من القضاء . 
المستقيم العمودي على ( 8 ) و الذي يشمل 1/6 يقطع 


( ۲ ) في نقطة وحيدة 0 . 
N"‏ هو المسقط العمودي للنقطة 26 على ( ۴ ) 


M 
(D) 


(D)' 


> ۸ ۰ 8 نقطتان من المستوي ( ۶ ) و © نقطة لا تنتمي إلى ( 2 ) 
لدينا : AB.AC - 4846١‏ 
حيث © المسقط العمودي ل © على ( 2 ) 


> 0خ 0-48 د 68- vy‏ 
ABCD - 48 25 i‏ 
حيث "© و '(1 المسقطان العموديان للنقطتين © و (1 
على الترتيب على المستقيم ( ۸8 ) 


) لتك ( 4 . [. × )1 نقطة من ( $ ) أي أن 2 = 1/84 
(x -2 (yD + 2:5(‏ 

أو 2+3-0- +4 "+ ر + معادلة ديكارتية ل ( 5) 

/ لتكن (+ . N)».‏ نقطة من ('5) أي أن 0= MA MB‏ 


fix‏ ا 
MA‏ و را 2 


2-z | ( 


اتشعاعان 71/1 ٠‏ 717 يكتبان 


١‏ نقطة من ( 5 ) يعني 2(=0- 2()2 + 2)+(ا+ )ر + هذا- ٭) 


4=0- ر+ ۸- :+ ر+ م معادلة ديكارتية ل ( '8) 


| تمرين محلول 4 : 
1 في المكعب 4800۴۴6۲4 الذي ضلعه ج . 
أحسب الجداء الستمي 216 ۸48. 


الحل 
لتكن (! المسقط العمودي للنقطة © على المستوي ( 4314 ) 


HD = HC ان‎ iY AE HC = AF #4)  يتانلاب و‎ 


AE AE‏ ( 28 ) و ( C0‏ ) من مستوییں متعامدين 


تیج : إذا كان 7 شعاعا تاظمیا ( عموديا ) على ( 7 ) فإن عمودي على كل شعاع من المستوي ( 2 ) . 
و بالتالي كل مستقيم موجه بالشعاع / هو مستقيم عمودي على ( ۲ ) . 


برهان : نعتبر المستقيم ( 12 ) الذي يشمل ۸ و شعاع توجيه له » والمستوي ( ۴ ) الذي يشمل ۸ و ۸ شعاع ناظمي 
له . إذا كاتت 16 نقطة من ( 8 ) قإن 4/17 شعاع من ( ۲ ) وبالتالي 0= 7214 

يالعكس نعتبر نقطة 1 من الفضاء حيث 0= ۲.47 لتكن 11 المسقط العمودي للنقطة 114 على المستقيم ( 8 ) 

nAH -)‏ لأن 0= 7484 لكن AH‏ و n‏ مر خطيا › إذن 0= 2477 لان (۶0 7 ) و 
أن 84 نقطة من ( ۲) 


وء (:7)0:8 شعاع ناظمي له يقبل معادلة ديكارتية من الشكل 0= 4+ +z‏ برط+ جه 
حيث ل عدد حقيقي 


+d =‏ جع + (طا+ جه حيث ۾ ١‏ ط وء أعداد 


المسقط العمودي ل 14 على ( 2 ) هو ۸ 


إن مجموعة النقط ( 2 : ل : « )11 التي تحقق 


عدومة معا هي مستو و (7)0:8:6 شعاع ناظمي له 


برهان 


:4)۴ نقطة من المستوي ( ۲ ) و (:71)4:8 شعاع ناظمي ل ( 2 ) 
تكون التقطة ( ج : (: )14 نقطة من ( 7 ) إذا و فقط إذا 0= 27484 أي: 
2,)=0- ماع +زرر- ب)طجزع- a(x‏ 
يوضع 0= , ع - ,رطا رته-- ل نجد 0= 4+ ax +by +z‏ 
# شعاع ناظمي فإن © » « + © ليست كلها معدومة 
بالعكس : نمتير ( ٤‏ ) مجموعة النقط ( : : ( : × )14 من الفضاء حيث 0= 4+ جع+ تإرط+ ج 


4 ف © ليست كلها معدومة ٠‏ نأخذ مثلا 0 © و تعتبر النقطة (0:0:->-)4/ . ۸ نقطة من (15) 
a‏ 
و لدينا (:8:8) شعاع غير معدوم . من أجل كل نقطة ( + : لإ × )44 من الفضاء لدينا 
=ax shy tez +d‏ عد ورا ركيم ه777 
a‏ 


1 نقطة من ( 13 ) يعني 0 ١‏ 16 و بالنالي ( ۲٤‏ ) هو المستوي الذي يشمل ۸ و آ۶ ناظمي له ٠‏ 


| 810 و|!-|46 نلاحظ أن مړ ×= ورع ولكن بزع پر 
lı 4‏ 
و بالتاني الشعاعان ۸8 + 46 غير مرتبطدن خطيا آي أن النقط ۸ ء 8 ١‏ © تعين مستويا 
2) نبحث اظمي للمستوي ( ۸8٣‏ ) . ليكن 7 هذا الشعاح عمودي على الشعاعين ۸8 ٠‏ 726 
بقلي 0= 48+ › 0= 1€ كياث الشعاع 71 هي حل ا ا ره 
3-b +c =0 9‏ 
4 


كون (2: '(: × )11 نقطة من ( ۸8€ ) إذا و فقط إذا 0= ۸ ۸M‏ 
1- )3+ ر15+(2 + )4 أو 5-0+ 32+ ر15+ ×4 وهي معادلة ديكارتية ل ( 2 ) 

بن محلول 6 : في معلم متعامد و متجانس (/:/ 

. C(0;0;1)< 8)0:1:0( 

1 أكتب معادلة ديكارتية للمستوي الذي يشمل النقط ۸ » 8 » © 

2) أكتب معادلة ديكارتية للمستوي ( 7 ) الذي يوازي المستوي ( 48€ ) و يشمل النقطة © 


اا انان ات 


AC|O0 j» ABÎI |)‏ 1 ۸ شعاعا ناظميا ل ( ۸8٣‏ ) إذن 
a+ =0‏ 
0 0 
0 


ناخذ 8-1 مثلا فيكون 0 


a 
ا كه‎ | 


1 

(2:لا: 8 )80 نقطة من ( ۸8€ ) إذا وفقط إذا كان 0= ار 777 أي أن 0- 2+ ر+1- × 
أو 0 -1- + ر+ » و هي معادلة ديكارتية المسثوي ( 8136 ) 

2) تكون النقطة ( 2 : لإ : » )11 نقطة من ( *1) إذا وفقط إذا كان 0 - 7076© 


أي أن + ند و هي معادلة ديكارتية للمستوي ( 7 ) 
` )6 


ae‏ )4,522( بأرهري4ا 


تحقق ‏ 0= ,۵64+ . + ,46۸4+ ,4,6۸ + تست € رجح الج 
> عندما تنساوى المعاملات غير المعدومة » ٠‏ نسي () عر كز ثقل الجملة 


( 2 من آجز كل نقطة 71 من القضاء يكون 


Ma, ١ . ra, Ma, = +, + +û, 


|۰۸ 8 © ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة 
| © المستقيم ( ۸8 ) هو مجموعة مرأجيح للنقطتين ٠8‏ 8 .. 
| 


النفطة ٧‏ نقطة من ( ۸8 ) - و بالعكس 14 نقطة مز 


باثناثي بو جد عد عا حيث 18 = AM‏ أو AM =k AM +K MÊ‏ 
M‏ مرجح انجلة |) {(4;1-k ),(8;k‏ 
ال 10:11 


٥ ١ 8 + ۸‏ ثلاث نقط من الفضاء . نريد تعيين ( ۴ ) مجموعة النقط من الماد .عيد 


3) نفس البرهان بأخذ ۸ عدد حقيقي من ال 


3= + 8 + 7 » نفرض أن 6 مرجح الجملة !(4:1(.)8:1(:)©:1)) + 6 عي زكر تز وع 96 
ج 1 


ينا 31/0 = 1€ ۲ 6+ 7 و بالتالي فإن المجموعة ( 12 ) هي مجموعة النقد ٥1‏ التي تحقق | = 80 


فهي سطح الكرة التي مركزها 6 و تصق قطرها 1 


e نكل 8 مرح‎ ١ | + MF + MC [= |77 + 208| »جر عة النشط الا حيث‎ ) ۴ ( 
MG MH yi we) - vr) و بالتالي ( ۴ ) تحفق‎ MA + 2ME = 3M - ((2:-8).زابك)|‎ 


( © )هو المستوي محور [ 61] 


دحل 
لکن قنقط 4 » 8 ؛ © ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة ٠‏ 

1 مرجح الجملة دا {(4:a),(B:‏ مع 0عء+طجه 

AM = AB + AC نينا‎ 

a+b +e EE 

و يالتالي 11 نقطة من ( ۸8€ ) 

و بالعكس 

0 © ايت على استقامة واحدة ودقثالي الشعاعان 8 و 16 يشكلان اساسا للمستوي 


أن نقطة ۸4 من ( ۸8€ ) يوجد ( لر : × ) زوج من الأعداد الحقيقية 
حيث ; AM =xAB +» AC‏ 

M =x (AM +318 رج[‎ (AM +MC) : في‎ 
(1x = y MTA +x MÊ + y MC =Û ار‎ 
|۸ لکن 120= برج ++ ر‎ 


(4: 


و بالتالي ۷1 مرجح للجملة |( 2 ©):( 8:2),( ر - »- 


© ١1 هو مجموعة المراجيح للنقط ۸ ؛‎ ©: ٠ 0 RS 
ر‎ 


4 ۰ 8 » © ثلاث نقط من الفضاء » ليست على استقامة واحدة . ۸ عدد حقيقي من المجال [1 ; 1-] 
,6 مرجح الجملة [(6-:©):(462+1(.)8:4)] ٠‏ 
1) مثل النقط ۸ ؛ 8 » © و / منتصف [ ©8 ] ثم أنشئ النقطتين,© و 6 
2) ») بين أنه من أجل كل ۸ من المجال [ 1 : 1- ] لدينا : 


د 
1+*غم 


4G, =‏ 
ط) شكل جدول تغيرات الدالة / المعرفة على المجال [ 7 : 1- ] كما يلي : 


)x( =‏ ور 


x 
x*+1 
]-1 ; 1 [ استنتج مجموعة النقط ,© لما م يمسح المجال‎ ) 
: عبن ( 5 ) مجموعة النقط 14 من الفضاء حيث‎ )3 


MA -MB + MC | 


4) عين ( ۴ ) مجموعة النقط 14 من الفضاء حيث 


™A +B -€ |= PMA |ع1- هد‎ 


5) الفضاء منسوب الآن إلى معلم متعامد و متجانس (6:آر:0:7) ٠‏ النقط ۸ » 8 » © تأخذ الإحداثيات ( 0:2 0) » 
( 1:251 )و (5: 1:2 ) على الترتيب . 
6) عين إحداثيات ,6 و ,© ٠‏ تحقق أن (2 ) و  (‏ ) يتقاطعان. 


۵) أحسب نصف قطر الدائرة ( © ) تقاطع ( £ ) و (۴) ٠‏ 


نعتبر المكعب 048001118001 و لتكن ل منتصف [04 ] و © مرجح الجملة ((0:1(,)4:1(,)©:3))- 
حرف المكعب يؤخذ كوحدة - 


7) 1) تحقق أن الشعاعين 6©© و €7 مرتبطان خطيا ثم عين © على الشكل 


مر 
2) ما هي إحداثيات © في المعلم ( ©0:06:96:9)؟ 


11) 1) 14 نقطة كيفية من الفضاء › عبّر عن 371+ 11+ 740 بدلالة 06 . 
2) عيّن طبيعة ( £ ) مجموعة النقط 14 من الفضاء حيث : 0 - 1/18[ 311+ /11+ 370) 
//) 1) عيّن ( ۴ ) مجموعة النقط 14 من الفضاء حيث : 0=) (MO +116+3116(.)116 + MA -3MC‏ 
2) تحقق أن الشعاعين 86 و 7© متعامدان و استنتج أن 8 نقطة من ( 7 ) و '8 هي أيضا نقطة من ( 7 ) 
3) - أنشئ تقاطعات ( ۴ ) مع أوجه المكعب . 
- و '۸ نقطتا تقاطع ( 7 ) مع المستقيمين ( 0€ ) و ( "06 ) على الترتيب » ما طبيعة الرباعي "8178 ؟ 


17) عبن ( 7 )مجموعة النقط 14 من الفضاء حيث 2 - 6' 411.8 


؟) 1) باستعمال الإحداثيات في المعلم المذكور أعلاه » أحسب ”60 . 06/42 و * 060 ثم العدد *60 +042 +602 
2) 6 نقطة من الفضاء , عبر عن ©©/8.2+30]/! +140 بدلالة ”16 ( باستعمال الشعاع 6 وعلاكة شال). 
3) نسمي ( .1 ) مجموعة النقط 44 من الفضاء و التي تحقق 4- MA?+3MC?‏ +1101 , 
۾ ) بين أن © تنتمي ل ( 1 ) 


۵ ) تحقق أن 14 نقطة من ( .1 ) إذا وفقط إذا = 16 حيث 4 عدد حقيقي يطلب تعيينه . 


© ) استنتج طبيعة ( 1 ) ثم أنشئ تقاطع ( 1 ) مع الوجه 0480 ( أي أثر ( .1 ) على الوجه 048€ للمكعب ٠)‏ 


ا 

2) لتكن © مرجح الجملة [[4:8(:)6:6)] »بين 
أن "48146 معين . 

3) لتكن 7 مرجح الجملة [(ع: ©):(1)410(:)8:8» 
بين أن 7 هو مركز الدائرة الداخلية للمثنث ۸8€. 


ABC ۲‏ مث « نضع © - 48 ٠‏ © - 86 
م - 46 نعتبر '۸ مرجح الجملة [(©: ©):(1)8:6 
ا دكب 
نعرف النقطة '8 ب : AF‏ = 48 
1) نعرف النقطة '8 ب + 18ي 7 


بين أن '8 مرجح النقطتين ۸ و 8 مرفقتين بمعاملين 


ن (881+818) 0- 181+ 6 ©" تبيان المرجح هنا يستدعي 
توفير العلاقة الشعاعية 


و نه -cAB'=bBB‏ أي 0= cB'A+bB'B‏ 
'8 هو مرجح الجملة [(ط:4:c(:)8))‏ 
ا a A EF a CANE‏ 
2) بما أن © هو مرجح الجملة [(6(:)8:0:©)) فإن 08~ = €۸ © لكي نبين أنه معين يكفي و 
2 و بالتالي يازم تحقيق الخواص المميزة له 


م ربب 


GAS AB أي‎ 


b+ce 


7 ( أي أن 48/80 متوازي أضلاع ) 


AB PAE E TE 2ه‎ 
baze  b+c b+e 
be 
( معين‎ AB'AC' ) AC' = AB' و كذلك 4 و بالتالي‎ 
27 


3). ('۸۸ ) هو منصف 467 8 لأن الرباعي معين 
لکن »شر 0 3 ا إذن 

0 د [عماعه عد‎ B'e[48] 
مننى ی‎ BAC هو إذن منصف داخلي للزاوية‎ ) ۸۸ ' ( 

1 هو مركز الجملة [(: €):(4:2(:)8:0)) › إذن 1 هو مركز 

الجملة |( + 10 4:(:)۸)] حسب خاصية التجميع 

و بالتالي 4459)ء 1 . 

بنفس الطريقة و بتعريف النقطة ,8 مركز {(A:a):(‏ 

نثبت أن ( ,88 ) هو المنصف الداخلي للزاوية ۸8€ ( حسب التجميع ) 1 

هو مرجح الجملة |( »+ 1)8:(:)8,:4 

إذن (,88) > / » 1 ملتقى المتصفين الداخليين في المثلث ۸8€ 


ط) لحب 7 : 77 بدللةة . 
) استتتج قيدة مقربة إلى 10 لقيس الزاوية 2777 ( بالدرجات ). 


1 ) لاعظ أن أوجه 4130114 هي مثلثات. .تقايسة الأضلاع طول كل ضلع 4٠/2‏ 


FE ©‏ > ممركي = رمو لا 
1 
Vigan 2S re Xd (A 0‏ 
i 2‏ 
5 1 
(b )3‏ دتمل <١ 480 ( a‏ بزز + *هل)-.- اردق ١‏ 


۽ انتيه إل أن 14 هو ارتفاع في الاڈ ۸۴€ 
6) هل تذكر كية ؛ يتم تد ير عدد حقيقي ؟ عد إلى الدرس من برنامج السنة الأولى 


4 مكعب » ضلعه‎ BCDEFGH 
: أحصسب‎ )1 
AB.FG ( ABCD 6 ABAC (a 
ED.EC (f 28717 )  DBGC ( 
72688 أصب 2688 و‎ 2 
)8121(( أن المستقيم (۸6) عمودي علىالمستوي‎ 
)2:12/1:19 :1211( تعتبر للمعلم‎ )3 

النقط ۸ ۰ 6 ٠‏ 8 ء 8 و 7 ثم اثبت مجددا 


ABC )2‏ رباعي وجوه حيث (08(.)04) و(00) | 
متعامدة مثنى مثنى . ۴1 المسقط العمودي ل 0 على 
المستوي (۸80) 
3) بيت أن 51 هو ملتقى الارتفاعات في المثلث )۸8 
«) بين أن ( ۸8 ) عمودي على المستوي ( 0014 ) 
CH ( )©‏ ) يقطع ( ۸8 ) في £ › بين أن ( 016 ) 

ارتفاع في المتلث 0۸8 . 


على المستوي ( (81:1 ) 
النقط ( 1:1 -:0)مء(2:3-:8)4 
6 2 ا |[ ABCD‏ هرم قاعدته المربع 8861 الذي 

) أب BAAC «< AB AC‏ و CACB‏ مركزه 0 و ضلعه 3 و ١‏ طول الارتفاع [ 50 ] 

1) أحسب بدلالة 8 ( و / أو 1 ) الجداءات التالية 


قيمة مقربة الى 0,1° ( در 


SBSD : 20485 : 8 ACB 10‏ 
وجوه منتظم 2) أحسب ۷ حجم الهرم 
BD = AD = AC = CI‏ 3) كيف يمكن اختيار 1 حتى يكون ( 58 ) و ( 56) 


) عين طبيعة وجوه ۸8٤‏ 
2) اسب بدلالة «a‏ 84.80 و BA.BC‏ 
BACD‏ 


ف المتقابلة ل0 ]۸8 متعامدة مثنى 


بين أن رباعي الوجوه ۸8٤‏ منتظم ثم أحسب حجمه 
عدد حقيقي موجب تماما » 0/136 رباعي 
أوجه حيث 0۸8 ٠‏ 08 › 08€ مثلثا قائمة في © 
ون = ©0 - 08 0۸ ١‏ 1 نقطة تقاطع الارتفاع 
«) أحسب حجم الهرم (188:1 بدلالة 4 . المرسوم من © في المثلث ۸8€ مع ( ۸8 ) ٠‏ 11 نقطة 
لم810 رباعي وجوه منتظم ملول ضلعه ۾ . 1 , ر تقاطع الارتفاع المرسوم من في المثكث 01€ مع (1€) 
و × منتصفات [ 8€ ] . [ 131 ] و [ 8 ] على الترتيب و النقطة من الفضاء حيث 017 - 710 
أحسب :ھ) 1€ AR‏ ط) ADAK‏ الفضاء المنسوب الى المعلم المتعامد و المتجائس :| 
(o40: oir | ADIR 0 AFIR (e‏ 
مقر المت ۸8 لقان في © و ليكن 11 المسقط.. )بين ان دحدايات ۲1 د(2 


العمودي للنقطة © على ( ۸18 ) لضع : 1= ٠C۸‏ 3 
CH=h «CB =u‏ ت لرام ا ی 


4) 1 المسقط العمودي ل ۸ على المستوي ( 8٣‏ ) 
4( أحسب 87767 (نضع 88+2877 = BH‏ ( 
المثقث 8٣10‏ . 


«) بين أن 11 ملثقی ارتفاعات 


5) 8) أحسب 11 بدلالة ۾ 


3) ۷ مركز سطح الكرة الداخلية لرباعي الوجوه 8.860 

بين أن ( 013 ) > ۷ ثم أحسب احداثيات ۷. 

أل تبر تتقط(1:1:2-)ى (0:1:0) وك (2:0:3) 

١ 8/4.86 + A8 AC أصب الجداءات السلمية:‎ .1 
. CACB 

2. عين قيمة مقربة إلى 0.1 درجة لقياس كل زاوية من 
الزوايا التالية : ACÈ ١ 68/4 « ^C‏ . 

في لمكب 81025011 عين الزاوية 2011 
المعرقة بالقطرين [ ۸6 ] + [ 811 ] 

[EH], [CG] ٠ ]88[ منتصفات القطع‎ K و‎ ١1 نك‎ 


٠‏ دين الزاوية 5/7 ماذا صتنتج ؟ 
| في المكعب 1801057011 نعتبر النقط 1 .لو K۸‏ 
مانهسفات القطع [۸8] ٠‏ [8۴] و[1(11] على الترتيب. 

هل المثلث 1116 قائم؟ 
2. ماذا يميز سطح الكرة ذات الفطر [1[] بالنسبة للمكعب ؟ 


[ 48005 هرم قاعدته مربع ورأسه 5 أحرفه لها 


لة 8 الجداء السلمي ٠‏ 6۸6€ 


GS GC 


و 6 08 استنتج 


2 شی المثلث ۸۸€ بعد حساب ©0 . يمكن استعمال 


COS (RAC) 


5 
يوني الفضاء المتسوب الى معلم متعامد و متحائس 


عين إحداثيات أشعة ناظمية لكل من المسئويات 
2y=0 < (P):X+yY-2=0‏ 
0 

4 4 
[8 أكتب معادلة ديكارتية للمستوي ( ١‏ ) الذي يشمل 
(4:3-:1)هو )2 :1:0)) شعاع ناظمي له 
أكتب معادلة ديكارتية للمستوي ( ١‏ ) الذي يوازي 
المستوي ذي المعادلة 0= 2-3 + :و2 + × 
ويشمل النقطة (3-;1:2-)۸ . 


سے 


ومع 


1 
(R7:3; 0 RY:Ş 


بين المستويات التالية » أذكر المتوازية والمتعامدة 
2-3-0 +2 +ع -: رط)ء (FP ):x-2y-2=0‏ 
(R):x -2y +z +3=0‏ 
0= 2+ ع4- (R:2x +3y‏ 
[] نعتبر المستوي ( ۲ ) الذي معادلته الديكارتية 
2-6-0 -/ا+ ع5 - و النقطة (1-:6:2)م 
- بين أن النقطة (0: 1 : 1 -)8 هي المسقط العمودي 
اللتقطة ۸ على ( ۲ ) . 
[17] عتبر النقط ( ۱ : 
و(2:1-:3)© 
1) بين أن النقط ۸ ٠‏ 8 و © تعين مستويا 
2) عين شعاع ناظميا للمستوي ( ۸8€ ) 
3) أكتب معادلة ديكارتية ل ( ۸8€ ) 
)١ ]17[‏ أكتب معادلة ديكارتية لسطح الكرة التي قطرها 
]A8[‏ حيث (2-:7:2)ه و (4-:3:0-)8 
2) أكتب معادلة ديكارتية للمستوي مماس ( 5 ) في ۸ . 
[1177) عين ۷ مركز ( 5 ) سطح الكرة الذي معادلته 
15-0 


B(O0;0;:-1A(-1:1 


ج6- 2+ 2+ ?+× 

2) أحسب يعد النقطة ۷ عن المستوي ذي المعادلة 
الديكارتية 0 7-6 3- ك4 

+ ) هل يقطع ( 7 ) السطح ( 5 ) في حالة الإيجاب ؛ ما 


45-5/1-12 


طبيعة تقاطعهما ؟ 
571 تعطى النقط ( 1 - :1:2 - 8)26:1:1(٠١ A)‏ 
C(4:-3:3)‏ و )1-;5-;1- D(‏ 
1) عين احداثيات شعاع ناظمي / للمستوي ( 8٤‏ ) 
استنتج معادلة ديكارتية ل ( 8610 ) 
2) عين احداثيات النقطة 11 المسقط العمودي للنقطة ۸ 
على (BCD)‏ 
3) أحسب الجداء السلمي 17 811 
4) نسمي ارتفاع رباعي وجوه كل مستقيم يشمل أحد 
الرؤوس و عمودي على الوجه المقابل . هل ارتفاعات 
رياعي الوجوه (6130'0/ تتقاطع في نقطة واحدة ؟ 
5) تمرف النقط (1:0:0 )1 (3)0:1:0 
و (1 :۸)00 . هل ارتفاعات 011116 تتلاقی في 
نقطة واحدة ؟ 


ا 


| نعتبرالنقط (2-:2: 1 )هه (2-:8)2:3 ۰ 
D(0:3;-2)‏ 0 


(AD) 5‏ و E (E)‏ 
إ2. عين إحداتيات النقط © ٠‏ 8: 6 و 541 حتى يكون 
51011 مكعيا . 
في مستو (۴) تعتبر الدائرة ( ©) التي قطرها [۸8] 
ES 5‏ ل 
1 نقطة من ( ©) تختلف عن ۸ وعن 8 . 
أن المستقيم ( 8/1 ) عمودي على المستوي ( 5/181) 


9 


الارتفاع المرسوم من ۸ في المثلث 
۸5 مع (815) بين أن الشعاع ۸۸1 عمودي على 
المستوي (83/5). 
تعطى النقط (1.0-.1) ۸ ٠‏ (4-,2,3) 8 و 
3,0.1-) © والشعاع (8.15,17) ۸ . 


عين معادلة ديكارتية للمستوي (۶) الذي 
)۸8٩(‏ و يمر من النقطة (1 
نعتبر النقط (1,2,0-) ۸ › (3,4,2-) 8 

C (L-2 
ین أن: ۸8 و ۸€ غير مرتبطين خطیا.‎ 
بين أن شعاعا ( 0.8.,6) ۶ يكون ناظميا للمستوي‎ .2 
-2a + 2b + 2-0 
3)اسئنتج شعاعا ناظميا للمستوي (6130) بمركيات‎ 
.)813©( أصحيحة ثم أكتب معادلة للمستوي‎ 


(۸8€) إذا و فقط إذا كان: 


نعتبر المستوي ( 8 ) الذي معادلته 
0حاء يقب ر-ع3 
أحسب بعد النقطة ( 1- : 2: 1-)8 عن ( 2 ) 


8) 3;-2;0( 4)10; 1( تعتير النقط‎ ١ 
(5-:2:4)©و(2)3:5:3.‎ 

1) عين شعاعا ناظميا للمستوي (©8) 

2) أصب بعد 2 عن ( ۸8€ ) . 

) ۳ ( أحسب بعد النقطة 0 مبدأ المعلم عن المستوي‎ ٠ 
. )7 ( يث 0= 7- 62+ ر3- :2 هي معادلة ل‎ 
نعتبر المستوي (0) الذي معادلته: 1=0-ر-×2 و‎ ٠ 

النقطة (3,0,2) 40 . 


1. عين بعد 14 عن (۴) . 

2. استنتج بعد 1( عن المستقيم (1) ذي المعادلة 3-2-1 
في المستوي ((0») ٠‏ (يمكن الاستعانة بشكل هندسي) 
نعتبر النقط(1-,1,0) ۰۸ (2,2,3) 8» 

)2-.3.1( ع و(ا2ه)م 

المثلث ۸8٣‏ قائم ثم أحسب مساحته. 

أ) بين أن الشعاع (3.1-,2) 77 ناظمي للمستوي(886) 

ب) استنتج معادلة ديكارئية للمستوي (©813). 

3. عين بعد النقطة 1 عن المستوي(886)؛ ثم أحسب 

حجم رباعي الوجوه ©2418 . 
نعتبر المستويين (5) و (0) المعرفين بالمعادلتين؛ 

بر+ 2x‏ و 0= 22+ راع 

تحقق أن (3-,1,0) ۸ متساوية البعد عن (۲) و (©) 

عين مجموعة النقط 1 من الفضاء المتساوية البعد عن 

©)ء (©). 

E Lii مجموعت‎ 
٠ رباعي وجوه‎ 8 

1. بين أن المستقيمان (۸8) و(10©) متعامدان إذا و فقط 


اد 


٠ AC?*+BD*=AD?*+ BC? 
: استنتج أنه إذا کان (۸8) عموديا على (0©) و(8€)‎ .2 
١ .)۸€( عموديا على (819) فإنه يكون (81) عموديا على‎ 


3. نفرض أن الرباعي (8801 منتظم ٠‏ 

أ). ماذا يمكن القول عن أحرفه المتقابلة ؟. 

ب). بين له من أجل كل نقطة 2 من الفناء يكون؟ 
+MB CA + ME AB -‏ 314.8 
ج( حين () ع ا 
BC =MB CA = MC AB,‏ 


[1[] ۸ء 8 :© ثلاث نقط من الفضاء حيث ۸8€ مثنث 
قائم في © و متساوي الساقين .(5) مجموعة النقط 14 من 
الفضاء و التي تحقق د نات ال رقي | 
على المستوي (8860) يطلب 


تحقق أن (5) مستو عمودي 
تعيين تقاطعه معه. 


تعتين ي (۴) و 0 نقطة منه لتكن ۸ نقطة لا 
تنتمي إلى (5) بكل مستقيم (7) يمر من 0 و محتوأ في 
(5) ترفق 1/! المسقط العمودي ل ۸ على (0). 

ماد نه ا 


2. (يمكن الاستعانة ببرمجية) 
4808 رباعي وجوه منتظم؛ بين أن (5) مجموعة 
النقط 74 من الفضاء و التي تحقق: 

(MA + MÊ +116 +MD).(MA +118 -MC -MD) =0‏ 
هي مستو مواز للمستقيمين (۸8) و (00) و يمر من © 

كز ثقل الرباعي ۸8٤5‏ 


۰ عين تقاطعات (5) مع وجوه الرباعي (أثر(ط)) 
المرجع » التمييز المرجحي ٠‏ 


6 مرجح الجملة [(ط:4:4(.)8)) 


قو ج 


حيث ( 28 ۰)۸ 


.a+b#0 


b#0yaz0 
] ۸8 [ نضع 1 منتصف‎ 
6! برر وجود النقطة‎ )1 
] 66 [ بين أن 1 متتصف‎ )2 
۸8 بدلالة طول‎ G6 أحسب طول‎ )3 
ماذا يحقق العددان « و دا حتى يكون ۸8 < '66 ؟‎ )4 
[لّْ]إنعتير المثلث ۸18€ القائم في : و المتساوي الساقين‎ 
وسيط حقيقي‎ «٠١ ) ۸8 - 862 0( 
ما هو الشرط اللازم و الكافي حتى تقبل الجملة‎ )1 

|( :)4-1:82( مرجها 0 ؟ 


3) عين وأنشئ المجموعة (:1 ) مجموعة النقط 11 حيث 
أ LL‏ محم مد ]رض ينا 
4) عين وأنشئ المجموعة ( .10 ) مجموعة النقط 81 حيث 
[قم - EL‏ يريع برا 


) ٣, ( نفس السؤال‎ )5 
{u [a aa + ae] = [a e el 
هو المستوي‎ ) ۶ ( 


انعبر النقط ۸ ۰ 8 » © و 2 من الفضاء و 6 
مرجح الجطة [( 2:4):(ء: ((4:4):(8:0):(C‏ حيث 
a+b+c+d#0‏ و 4 غير معدوم 
ما هو مرجح الجملة 

{(G;-a-b-c -d):(B:b):(C:¢):(D:4)}‏ ؟ 
17[ في رباعي الوجوه 8861 نسمي منتصف [۸8] 
و K‏ منتصف ]٤٥[‏ . 


1. عين النقطتين [ و بآ حيث: 8€ 


د 72-38 
2. باستعمال النقطة 6 مرجح الجملة 
{(4.3).(8.3).(€.1).(D.1)}‏ ڊ 
(11) و (116) متقاطعان. 
88010 رباعي من المستوي » 1 منتصف [©6] 
[ منتصف [ 815 ] . × نقطة حيث 218- = 7/4 
ا نقطة حيث 21,7- - 1€ › M‏ منتصف [ L۸‏ ] 
)١‏ © مرجح الجملة ((4:1(:)8:2(:)©:1(:)0:2)! 
بين أن 6 ينتمي الى المستقيمين (-161 ) و (17) . 
2) بين أن © منطبقة على ۷1 و أن 14 ؛ لو 1 على 
استقامة واحدة ثم عين وضعية 1/1 على ( 1[ ) 
3) عين كل النقط على شكل منتاسب ٠‏ 
١ 8177‏ 8 و © ثلاث نقط من الفضاء 
)١‏ شئ 6 مرجح الجملة [(1(:)6:2-:8)) 
:(8:2) 2 8 


بين انان كا 


تحقق أن ۸ و 6 تنتميان الى ,4 
) عين المجموعة 


lm <A MG |= [A 2 || 


|[ ۸ ۰ 8 : © و © أريع نقط من الفضائ تعتبر : 


مرجح الجملة |(3-.©).[4.1(.)8-2)] 
أ[ مرجح الجمثة أ(3(.)0.4-.4.1(.)6)! 
× مرحح الجملة إ(2(.)2.4-.1)4.1(.)8 


بين فل الشماع 41/119 + 3110 - 2318 - MA‏ 


مستقل عن التقطة .34 
ين أن المستقيميات (51) ٠‏ (8[) و (16©) متوازية. 


)كر 


ه: ثرقق بكل نقطة 14 من 


استقيم ((41) تختلف عن ۸ النقطة © مركز اليعاد 


تة M.C.B.A‏ 
۰ عين (۴) مجموعة النقط 6عندما تتحرك7 على 

(١ )4‏ نستعمل المعلم (4.48.۸€.45(( 

النقط(1:1-:1) ۸ (2:0:1) 8 و (3:1:0-) © 


ن النقط ۸ . 8 . ٣‏ و تنتمي إلى المستوي 


ه 0= 4+ ج6- ردير 


2 عل وجود ثلاثة أعداد حقيقية 4 


» ا و حتى يكون 1 
رجح الجملة [(1:0(:)818(:)6:2,)) عين الثلاثية 
هل النقطة (] تنتمي إلى داخل المثلث ۸8€ ؟ عل 


180011501 مكمب . 0ء ي0 مركزا 


المريعين ۸8€ , 1715011 , | مركز ثفل المثلث 

١ EB‏ 10 عدد حقيقي و 6 مرجح الجملة 
م لا ا 2 

1 تحقق أن م موجود من أجل كل کیہ 3م 

|2 حدد وضعية النقطة ,6 ٠‏ 


= و6 ٠‏ استنتج أن النقط ۸ . 6 و1 قي 


|3 تحقق أن: 
استقامية. 
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4. بين أن : 77/40 - ,46 » استنتج مجموعة النقطا 
© عندما يمسح 70 مجموعة الأعداد الحقيقية 8.. 

5. أ). بين أن النقط ۸ء6 1522 و ,0 تنتمي إلى نفس 
المستوي . 

ب). عين قيمة ٣‏ التي يكون من أجلها 6 ن 

المستقيم (551) 

7 ۸ ۰ 8 و © ثلاث نقط ليست على استقمة واحدة من 

القضاء ‏ . 11 مركز المثلث 886 

)١‏ © مرجح الجملة ١ ))4:1(:)8:2(:)C:1([‏ بين أن 
8 :0 و 3 على استقامة واحدة 


من 


2) عين ي مجموعة النقط 1 حيث 

| ا ل 4-e 55 8 28 + mC]‏ 
3) لكل نقطة 1 من المستوي ترفق الشعاعين 

ıi = MA + 2118 + MC 
v = MA + MB -3MC و‎ 
1 مستقل عن‎ ٠١ بين أن‎ )3 
۳| ۴| تحت‎ 
: عين ,¢ مجموعة النقط 16 من ي التي تحقق‎ )© 

انا 

[ تعتبر مستقيما مزودا بمعلم (0:7) > ,4 ۰ ,8 
نفطنان قاصلتاهما ( 4 - ) و ( 3 + ) على الترتيب 
لكل عدد طبيعي 1 لضع ,,,4/ مرجع 
إ(4,:1(:)8,:4)| و ,8 مرجح 
{(A,:3):(B,:2)|‏ . 
)١‏ علم النقط ,۸ By aA ٠‏ 
2) ,4 و ,« فاصلتا ,۸ ۰ ,8 على الترتيب ٠‏ عبر عن 
,0 رويط يدلالة يه ورطء 
3) بين أن من أجل كل 0 طبيعي 0 = ,/ 4 + ,34 
8 


ط) بين أز 


2 
= n = a, استنتج أن‎ 


4) أكتب ,4 و ,ظط بدلالة ١‏ ثم بين أن نهايتي ,4 و ,8 ٠‏ 
لما يئول ١‏ الى الملائهاية ٠‏ 


- ماذا يمكن أن نقول عن وضعيتي ,۸ ٠‏ ,8 ؟ 


َي تعتبر المكعب .4801011161 ننسب القضاء إلى 
المعلم (4:48:۸5:47( 

ليكن 6 مركز تقل المثلث 1816 أحسب إحداثيات 6 . 

تحقق أن 6 تمي إلى امستقيم (00) . . 

تحقق أن 78 عمودي على B‏ و ١87‏ ل 

معادلة ديكا E‏ 

١ 8 ۰ ۸ [‏ © و0 أربع تقط لا تنتمي إلى نفس 
المستوي في الفضاء ٠‏ © اعدد حقيقي ٠‏ 

1. بين أن: 4 6 مرجح الجملة موجود لأجل كل قيم ». 


|) هنم‎ -1):(B:a+2):(C:22+3):(D:-44 -2)| 


0 


اا هي مجموعة النقط لما يتغير © على 
۸8€ مثلث قائم في ۸ تسمي 0 منتصف [8€] و 
ي) الدائرة الداخلية للمثلث 81836 و 1 منتصف [40] ٠‏ 


< 


نقطة من المستوي نرفق النقتين 7 و© 

MP = 2MA + MB + MC حيث:‎ 

د 11- MQ = 2MA - MB‏ 
بين أن 1 مرجح الجملة [(1: .])4:2(:)8:1(:)C‏ 

بين أن 8 و © هما صورتا 11 بتحويلين نقطيين يطلب 

تحديدهما 

تأخذ الآن M‏ كنقطة من () 

مجموعة النقط و0 عندما يتغير 2 على (6) . 

© نظيرة 0 بالنسبة ل ۸ ؛ ماهي طبيعة 

0100 ؟ 


ن القطعة [500] تحافظ على طول ثابت و 


ب). لتكن 


فرباعي 


[[ 8ق رباعي وجوه نسمي على الترتيب 1 » 3و 
مراكز ثقل المثلئات ۸8€ . ACD . A8]‏ 
عين النقط | . و على الشكل 


1 

2. أ). M‏ نقطة من الفضاء. عبر بدلالة 0/1 المجموع 
الشعاعي +MC‏ ا MA‏ 

ب). استنتج أن مرتيطان خمليا 

3. بين أن المستويين (180010) و (1.16) متوازیان 

4. 6 مركز ثقل رباعي الوجوه (11301. بين أن 


المستقيمات (1©) ٠‏ (©) و(8۸) تتلاقى في النقطة 6 ٠‏ 


هل 6 تنتمي إلى المستوي (1316) ؟ 


سس 27 


أي نعتبر رباعي الوجوه 0۸8€ حيث 0873: 0۸€ 

و 0860 مثلثاث قائمة في © و1-م08-0-©0 ؛ [CI]‏ 

إرتفاع في المثلث 8886 [011] إرتفاع في المثلث ©01 . 

.۸8 ما طبيعة المثلث 8186؟ أحسب الطول‎ .١ 

أثبت أن المستقيمان (014)و (۸8) متعامدان و أن 14 | 

ملتقى الارتفعات في المتلث ۸8€ . 

أرسم المثلث 001 بعد حساب الأطوال 01و 1 

(الوحدة هي طول ©0) ٠‏ عين .11 

. أ). عين الطول 0114 في المثلث 0€1. 

ب). أحسب ۷ حجم رباعي الوجوه 0۸8€ ثم 5 

. ABC مساحة‎ 

ج) أوجد علاقة بين ۷ء5و 01 ثم تحقق من النتيجة 4-أ). 

5. نعتبر النقطة 0 المعرفة بالعلاقة 7/0 = 5© ثم 
تنسب الفضاء إلى المعلم ( 0€: 0:04:08( 


(HE 


333 
ب). بين أن رباعي الوجوه ۸8٤‏ منتظم. 
ج). لتكن 2 مركز سطح الكرة الداخلية للرباعي ۸8€ 
أن 2© نقطة من المستقيم (011) وأحسب إحدائياتها. 
[ تُعطى الدائرة (1) التي مركزها 0 ونصف قطرها ۴ 
|. عين مجموعة النقط 1/1 من المستوي التي تكون 
المماسات ل (1) و تشمل 8/6 متعامدة. 
2. في المعلم (0:1:7) نعتبر القطع المكافئ (۴) ذا 
المعادلة: ×= لإ 
أ). أكتب معادلة للمماس (,1) ل (۶) في نقطة ۸ 
فاصلتها ۵ ٠‏ (ه عدد حقيقي غير معدوم) 
ب). ماهو معامل توجيه مستقيم عمودي على (1)؟ 
استنتج أن مماسا ل (8) عمودي على (:1) هو مماس في | 


2 


| بين أن إحدائيات النقطة 14 هي‎ ١ (i 


نه ۸ نت سس (ے-). ! 
ج). عين معادلة للمماس ل (۲) في ٠۸‏ 
د). اسنتج مجموعة النقط 14 من المستوي حيث 
ت ل () التي تشمل 36 متعامدة. 
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ختار المعلم (4:8:88:82) »ضمي 1و 3 
نتصفات [ E۴‏ ] و [ ۴6 ] على الترتيب 

مرجح الجملة [(4:1(,)8:3)] و ( 8 ) المستوي 8 ١‏ 
ذي معادلته 0= 32-3 + 4 - ير4 (تحب-ب6) عو (1د64) ااام 
كل سؤال جواب واحد أو أكثر صحيح 1. المثلث ۸8€ قائم . 


2 
على المستقیم(۸8) و يشمل ۸ . 
2) المستوي ( 7 ) هو المستوي 5 i‏ 
E 3 (GFA) (e « (LEI) (bs (GLE |‏ العمودي على (40) الذي 
6د قذي ی ا هل السك يشمل ۸ هي: 2-5=0+× . 
إحداثياتها : 4. (2:1-:1) » شعاع توجيه للمستقيم (4) تقاطع (م) 
1 مكو وم). 
) یمات + 5. المستقيم ( 47) عمودي على المستوي (88©0). 


) )و (۴8) يتقاطعان في× نظيرة 14 بالنسبة ل8 
5 ااع) و )1M(‏ متو 
) (21) و (101) يتقاطعان 
الوجوه [۴1 هو 

1 1 
E ا‎ 
8) 113 
x + 2y + 22 


6. حجم رباعي الوجوه ۸8€ هو 81 وحدة حجوم. 


3 Sa 
قيس الزاوية 8106 و راديان.‎ 7 


8. مساحة المثلث 8100 هي 21 وحدة مساحة. 


. بعد ۸ عن المستوي (©8186) يساوي 3. 


1 بجموعة النقط 1 من الفضاء حيث 
6 41 هي 

3) مستوي من الفضاء 

) سطح كرة 

©) مجموعة خالية 
aa E‏ كيه كاه عن ار 


م6 1.1 
3) سطح الكرة التي مركزها 8 و نصبف قطرها 71 
) يقطع ( 7 ) وفق دائرة 
)b‏ يس ( ۲) 
) لا يقطع (۲) 


استعمال التمثيلات الوسيطية لحل مسائل الاستقامية ٠‏ التلاقي ٠‏ انتماء أربع 
نقط إلى نفس مستو. 
من جملة معادات, 


ديكارتيتين لمستقيم أو معادلة ديكارتية لمستوي 
إلى تمثيل وسيطي و العكس . 
تحديد الوضع النسبي لمستويين » لمستقيم ومستوي » لمستقيمين . 


أنظر جيدا و تخيل نفسك أنك تصعد على هذا السلم ... 
هل أنت فعلا تصعد ! ؟ 


نشرح في هذه المرحلة طريقة غوص ( 0/8755 ) لحل جملة معادلات خطية من خلال هذا المثال . 


نعتبر الجملة ( 5 ) حيث 


+ 24- ع2 + 2b‏ - ها 
(S):12a-b +e -d‏ 


+2c —d +e <‏ ط- م 
المرحلة الأولى 
ELL 7 =‏ 
نحصل على (,5) 
+e =1‏ لة-ع2 + م2 +ه 
34-36-60 +عة- 30 5,(:1) 
b +d =3‏ | 
المرحلة الثانية 


نغير ترتيب المجاهل و نقوم بالعملية 


)5,( نحصل على‎ 
0 2b -2d ادء+‎ 
0دعم+ هل لمع كلف‎ 
| b +d =3 
a+ 2c-2b-2d+e=1 
c-b-d+e=0 
b+d +0 
0d +0e=0 
0e=0 


هذه الجملة مثلثية 3 


8 المعادلثان الأخيرتان محققتان من أجل كل قيم ل و © - 
نختار 4-1 و لا فنحصل على حلول الجملة و هي الخماسيات ( ©: 0 : 6 : 5 : 3 ) حيث 
b=3-k . c=3-K . d=k.e=K‏ ء a=1+K‏ 
تطبيق : باستعمال طريقة ( 681055 ) حل الجملة الثالية : 
2x +3y ١2ج =a‏ 
(SJ: {x -2y +33 =b‏ 
=C‏ 42+ ريه 


حيث ١8‏ ا » © أعداد حقيقية معطاة . 


216 


المربعات السحرية 


مربع سحري ذو 16 خانة 
لله على كل سطر » على كل عمود على كل قطر المجموع هو 34 
ل في القرن 20 وجدت المربعات السحرية تطبيقات عديدة متتوعة 


فى مجالات مختلفة ( الإحصاء ٠‏ نظرية الإعلام » استعمالات الزمن ... ) 


تعيين المربعات السحرية بتسع خانات بالأرقام من 1 إلى 9 . كل رقم يستعمل مرة واحدة و واحدة فقط . 
3) مجموع الأرقام من 1 إلى 9 هو 45 


لماذا يكون مجموع كل سطر وكل عمود وكل قطر هو 15 ؟ 


) نفرض ا 


أننا وجدنا مربعا سحريا ذا 9 خانات . ما هي المربعات السبعة الأخرى التي نحصل عليها 
بالدوران و التناظر ؟ 
| لماذا تحوي الخانة المركزية ( تقاطع القطرين) الرقم 5 في كل هذه المربعات ؟ 


ناكل هذه المربعات . 


عين كثيرات الحدود من الدرجة 4 الذي منحنياتها في المعلم (ر:0:7) ٠‏ يشمل النقط 


. O00» 


٠ 4|1:‏ (4-:2) 8 و تقبل في النقطتين ۸ و 8 مماسا شعاع توجيهه 7 


نعتبر الجملة الثالية 


1 1 
2x wy 2z =0 
| ray +3 +350 


2T: 72 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس . ( 0 ) مستقيم من الفضاء يشمل النقطة (, 2:, ز:,*) 1/ 
و (:6:8)» شعاع ناظمي له . 
( 2 ل :× )0 نقطة من ( 0 ) إذا و فقط إذا وجد عدد حقيقي 4 حيث ۲= 7/1 


=x, +at X—x, =at 
1 >R وهذا يعني باستعمال الإحداثيات الديكارتية 1= رر- را مع 18 4 أو /ش+ يبرح را مع‎ 
جه‎ =2, +t 2-2, 0 
. ) 0 ( نسمي الجملة السابقة تمثيلا وسيطيا للمستقيم‎ 
آله تقاطع المستقيمات و المستويات‎ 


٠ (P)s(P‏ 7 و'7 ناظميان لهما على الترتيب . ( 7 ) و ( '0 ) مستقيمان موجهان بالشعاعين 


من نقس المستوي من مستويين مختلفين 


متوازيين 
كت 2177 
Dy‏ | 
r E‏ 
a 1‏ 1 


e 
تقاطع مستقيم التقاطع خال‎ 
اللخص اإوضمرات فيما يلي‎ 
ED) | )يوازي رم)‎ 2( 


GED‏ تقاطع خال:_ | (2) محتوافي (7) م 


| س | 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجاتس (0:1;[;۴) . 
أعط تمثيلا وسيطيا للمستقيم ( ۸8 ) حيث (3- ;2 :2+ )4 و (1;0-;8)1 
- هل النقطة (2 :1:3 )© تنتمي إلى المستقيم ( 433 ) ؟ 


2f 
ر‎ =2- I E 
2 3+3 4ا‎ 


تنتمي© إلى ( ۸8 ) إذا وفقط وجد ) يحقق 


ابر المستقيمات ,ل ¡ ,0 ¡ ,4 ممثلة وسيطيا على الترتيب 


/2+5- در 


"ادير 


م-1- 


3+4 
- أدرس تقاطع ,4 و ,4 ثم ,4 و ب 
N (10 5‏ 
vu 5‏ » |3- | أشعة توجيه ل ,ك ¡ رل ¡ .4 على الترتيب 
4 اذا 
> نلاحظ أن ,؛ و » غير مرتيطين خطيا و بالتالي ,4 و 
ملي اولي وو 1ه 24 
3 ِ ود | 2 


النقطة من ,4 من أجل ! ١=‏ هي ( 2:7 : 3 ) و النقطة من را من أجل 2- > ') هي (2;7-:3) 
و بالتالي فالمستقيمان ,4 و ,ك يتقاطعان في ( 2:7-: 3 ) . 
> ,او و غير مرتبطين خطيا نستخلص نفس الملاحظة 


2 ' | القلة من , من أجل 1- = هي ( 1-:7:0- ) و التقطة 


من ر من أجل 0= ٠"‏ هي ( 0:0: 7- ) إذن المستقيمان ,4 و .2 ليسا من نفس المستوي . 


سے ةو ل 


إٍ 
إٍ 
ا 


(م) ؛ (,۶) ء (,۶) ثلاث مستويات ,7 ٠‏ ر" ٠‏ ,7 أشعة ناظمية لها . 


> الوضعيات النسبية 1) (8) ٠‏ (,8) متوازيان 


١ )۶(‏ (,۶) متوازيان (8) ١‏ (,۶) متقاطعان 


هه 


©= رم)مرص)مرم ‏ | © (R)N(PJN(P)J=‏ ا 


> الوضعيات النسبية 1) (2) + (,) يتقاطعان و تقاطعهما المستقيم ( 12 ) 
(2 ) ل يقطع ((م) OD)‏ 
6 ( «1 ) يوازي (,7) بتقاطع خال !| ( 0 ) محتوفي |___)٨(‏ 


D( 


اكلام a‏ | ©درص درس هزم | (A(EIN(E)=(D)‏ 


2 


٠ )8,( ١ )8(‏ (,۶) ثلاث مستويات التي معلالات ديكرتية لها على ازتيب 
22-120 بر- 22 › 3=0- 2+ x +4y‏ › 5=0- 42- ر2- 4x‏ 
أدرس الوضعية النسبية ل 

(P;) «< (P) (bh (P;) « (P) (a 


1 5 
ه) ,7 وا غير مرتبطين خطيا » إذن (/) و (ر۶) ليسا متوازيين فهما يتقاطعان على المستقيم ( 2 ) . 
الحدمول على تمثيله الوسيطي نكتب مثلا × و الا بدلالة 2 ( 2 وسيط ) 

Xx =1 +1‏ 
| بد السب تيد 1= 


2= 


2 © 4 
الحل er a‏ 106 أشعة ناظمية ل (,۶) ٠ )8,( ٠‏ (,2) على الترتيب 


2-y 


3=0- 2+ 4+ ب 


,27 = ,7 أي ,7 و ,۸ مرتبطان خطيا » إذن (,۶) ٠‏ (,2) متوازيان . نختار نقطة من (,۶) و لتكن 
8.٠ ) 0+2-0-5=-3 #0) 8)0:-1:0(‏ ليست نقطة من (,2) و بالتالي تقاطع ٠ )٨(‏ (2) خال 


عتبر المستويات (8) ٠ ),( ٠‏ (,۶) بالمعادلات ديكارتية على الترتيب 
10-0+ج+ + 4x‏ . 3-0+ر+ 2x -y +22 -1=0 . 2x‏ 
أدرس تقاطع (5) ١‏ (,۳) و (۶) 


1 أشعة ناظمية ل (7) ٠ )2,( ٠‏ (,8) على الترتيب 


ليسد؛ مرتبطة خطيا مثنى مثنى و بالتالي فالمستويات متقاطعة مثنى مثنى وفق مستقيم 
تناطع (8) ٠‏ (,2) ء ليكن ( (1 ) مستقيم تقاطعهما 0-0 
3-0+ بر+ع2 


دع 
نضع )= 2 لنحصل على تمثيلا وسيطيا ل ( 1 ) و هو 3-2 ا 


1 
اودر (0= 77 ) إذن ( 0 ) يوازي (۶) . (7-: 3-:4)0 نقطة من ( 5 ) 


ف 


((,۶) € 4) و بالتالي © - (ض)ح ريم)مرص) 


ED a 1 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (/ 


تعتبر النقط التالية (1:2:3)ى » (8)3:2:1 و (1:3:3)© 
1) بين أن النقط ۸ » 8 و © تعيّن مستويا » أكتب معادلة ديكارتية له . 
2) نعتبر المستويين (2) ٠‏ (,۶) حيث 


=0 


(P):x -2y +22‏ 
(P,):x -3y +22 +2=0‏ 
3) بين أن (,۶) » (۶) يتقاطعان 
و لیکن ( 4 ) تقاطعهما 
6) تحقق أن النقطة © تنتمي 


إلى المستقيم ( 4 ) 


ع) أثبت أن الشعاع (1- 


شعاع توجيه للمستقيم ( 4 ) 
4) استنتج تمثيلا وسيطيا ل ( 4 ) 
2) لحساب بعد النقطة ۸ عن المستقيم ( 4 ) الممثلة وسيطيا بالجملة 


x - 24 +1 
ر‎ =3 
z2 =k +3 


1ER مع‎ 


نعتبر النقطة 84 ذات الوسيط ٠‏ من المستقيم ( 4 ) 
) عين فيمة × حتى يكون الشعاعان 7551 و 7 متعامدين 


ا) استنتج بعد النقطة ۸ عن المستقيم ( ۸ ) 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجاتنس (6. 
تعتبر النقط التالية (10 ;3;0 )۸ ؛ ( 8)0:0:15 و (0:20:0)© 

1) 2) عين تمثيلا وسيطيا للمستقيم ( ۸8 ) 

) بين أن ( 48 ) يقطع حال مل محور الفواصل في نقطة ( 0: 0: 9) 

#) علل لماذا ۸ » 8 و © ليست على استقامة واحدة . 
2) 4 نقطة تقاطع الارتفاع المرسوم من © في المثلث ©086 مع المستقيم ( 8€ ) 
2] بين أن المستقيم ( 8٣‏ ) عمودي على المستوي ( 9871© ) . 

- استنتج أن ( 811) هو الارتفاع المرسوم من ٤‏ في المثلث ©5886 . 
7 أكتب معادلة ديكارتية للمستوي ( 0111 ) 


©) أكتب معادلة د 


تية للمستوي ( ۸8€ ) 


x =0 


teR مع‎ 


20x +9y +122‏ 
قبل حلا وحيدا . ماذا يمثل هذا الحل ؟ 
©) أحسب البعد 011 . استنتج أن 15 = 1711 و مساحة المثلث ©1386 , 


3) يحساب حجم رباعي الوجوه 0158 بطريقتين ٠‏ استنتج بعد النقطة © عن المستوي ( ۸8€ ) 


- هل يمكن توقع هذه النتيجة من ( . 2 


© = 


التمرين 1 = 
الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجاتس ( 5[ 15ز 
نعتبر النقط التالية (3-: 4:0 )ء (8)2:2:2 » 
(3:31)© و (3-:2)0:0. 

1) عين معادلة ديكارتية لمستوي محور [ 438 ] ( ليكن 
(5 ) هذا المستوي ) ٠‏ 

2) أ) نقبل فيما يلي أن المستويين محوري القطعتين 


ES 
00001 سد ر(‎ 
0 
زر‎ 


9 3 شعاع ناظمي ل ( 7 ) 
ئ 


, بالثالي معادلة ديكارتية ل ( 5 ) هي 102-13-0-/إ4-:4 
ا 2) أ) (۴) يقطع (,۶) وفق مستقيم ( (1 ) تمثيله الوسيطي هو 


أ (2) تشع () في شلة 8 يحدفيتها ( :2:0) 2 


ED = EC = EB = EA ب(‎ )2 


و بالتالي ۸ ٠‏ 8 . € و 1 تقع على سطح الكرة التي مركزها ٤‏ 
1 


و 
لکن ا 
النقط ۸ : 8 . € و (1 تفع على سطح الكرة التي مركزها ٤‏ و نصف 
س 


EA? = (4-2) +0 + جم‎ 


9 


موضوع موجة 


نعتبر المستويين المعرفين بمعادلتين ديكارتين كما يلي : 2 
(R):2x+y +22 =0 < (P):x+y =-1‏ 
1) تحقق أن المستويين يتقاطعان وفق مستقيم ( (1 ) يشمل النقطة (0 : 2- : 1 )4 و موجه بالشعاع ‏ 
0 
2) بين أن المستقيم ( 0 ) و المستوي ( "7 ) الذي معادلته 0 3 +2 + 4 + × 4 يتقاطعان 
3) استنتج حل الجملة 


x + =-1 
2+ + +22 =0 
4x +4» +2 +3=0 


توجيهات 
بعد كتابة جملة المعلالك. بلائه مجاهل × ١‏ لإأو 2 عبر بدلالة 2 عن اداو ل( 
ثم ضع ) = 2 كوسيط لتحصل على التمثيل الوسيطي ل ( 2 ) الذي تظهر فيه 
مركبات ۲ و إحدائيات ۸ 

عوض × » لو # في معادلة ( ”1 ) لتحصل على معادلة من الدرجة الأؤلى 
مجهولها 1 و بالثالي الحصول على نقطة تقاطع ( 5 ) مع ( ۲ ) 

حل الجملة هو نقطة التقاطع بين ( (1 ) و ( '8) و هي النقطة الوحيدة التي تنتمي 
الى المستويات الثلائة 


و *اء, 


2 -1+/ 


[7إإ نعتبر المستوي ( ۶ ) : 22-2 + ر -× و النقطة 

A(4:-2;1) 

1) عين 7 شعاعا ناظميا ل (8) 

2) أكتب تمثيلا و سيطيا للمستقيم ( 1 ) الذي يشمل ۸ و 
شعاع توجيهه 7 

3) استنتج احداثيات 11 المسقط العمودي ل ۸ على ( 2 ) 

1 کب تملا يليا مستي (19) الي يفيل 

- )۸ و العمودي على المستوي ( ۲ ) الذي 

X-2y+3z 


D(-12;11;1) sC(13;1;4) ان‎ 


معادلته : 0 


-4-1 


£ =+ 


2) نفسا السؤال من أجل  ٤]-1:3[‏ 

وت | 
ا 

و جاع , +-1- را علىلترهب 
١ 88‏ 


1) بين أن المستقيمين من نفس المستوي 
2) عين نقطة تقاطعهما 


x =3 
aN =a tek sd: 
2 =3 


و التمثيل الوسيطي € 1 ١-2-4‏ 
| متولزیان ؟ متقاطعان ؟ ليسا من نفس المستوي ؟ بر 


60 


يعرفان نفس المستقيم ؟ 


[1] أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (0) الذي يشمل 
(1;2-; ۸)0 ويوازي (0) حيث : 

x =1-2k 

eR 


[5] بين أن ( 5 ) و ( '5 ) منطبقان حيث : 
+-1ع ير 


+1-ي 


2) عين مستقيما ( "1 ) يوازي ( ' ) و يقطع ( 2 ) 
[] ليكن رباعي الوجره 413610 و لتكن '2 › '8 و “© 
نظائر ۸ بالنسبة لمنتصفات القطع [ 8€ ] . [ (1© ] 


2) عين تمثيلا وسيطيا لكل من المستفيمات ( '818 ) ٠‏ 
(DD') ,(CC')‏ 

3) بين أن هذه المستقيمات تتقاطع في نقطة واحدة 1[ يطلب 
تحديد احداثياتها 


يي 1 


[17] بين أن (2 ) و ( '5 ) مستقيمان منطبقان 
x =-1+5‏ 


(D): 


[77] بين أن ( 2 ) و ( '5 ) مستقيمان متوازيان 


(D): teR 


ı'eR 


(DY 


(D): 


[77] بين أن (2 ) و ( 5 ) متقاطعان 
3+2-دم 


(D): 


1+4" 


EEE o jb سويت‎ 


1) عين تقاطع المستويين ( ۲ ) و ( 0 ) في 
الحالات التالية : 

(0):3x +3y +32 -12=0;(P):x +y xz =4(a 
(0):3% +3y +32 +12=0:(P):x +y عم‎ =4(b 


3x +2y +z -1-004 


72 


تحقق أن المستقيمين ( 0 ) و ( "0 ) متقاطعان 


x=-1 
(DJy -1د‎ reR 


4) بين أن ( 860 )و (ط) 
5) أكتب تمثيلا وسيطيا لتقاطع ( 8 ) و ( 20 


2200-4 (1 
1 

E r ع‎ 

(R):3 + بر‎ =6 


(PJix+y+2=4 (2 ای‎ 
(O): x+y x = -2-4% 
رأبزص)‎ =3+2 


(R):3« +4y +37 


[ حل قي "1 ثم أعط تفسيرا هندسيا الجملتين التاليتيى 
2x -y -72 +60‏ 


١ (0 20) 

١ 

) 1(( والمستقيم‎ )5( 
١ (2 (P):-2x+y-z+3=0 


[71] تعتبر النقط ( 1 :2:1 )۸ ۰ «“B(3:0:1)‏ 

E(6:2:3) sD(-1:0:1),C(0 | 5) 

)١ (PJ: x+3y-2+1 0‏ حقق ان النفط ۸ ۰ 8 و © تعرف مستويا ( ۸8€) 
2 يطلب إعطاء معادلة ديكارتية له ٠‏ 

2) عين التمثيل الوسيطي للمستقيم ( 515 ) 


(PJ:x+y - 27+2 =0 
8 5+7 

(Dy mltt reR 
| 

نعتبر النقطثين ( 1 1:17 )۷ء 


)١‏ عیں احداثيات التقط 1+ [ و × ثم تحقق أن هذه التقط 
على استقامة واحذة 


ناظمي ل ( 1116 ) ثم أكتب 
ةل (11) 
وسيطيا للمستقيم ( ۸) ثم تحقق أن (1114) 


و (410) يتقاطعان في تقطة را حيث ,= AL‏ 


ايكارتية للمستوي ( ۲ ) الي يشمل 


النقطة ۸ ؛ شعاع ناظمي له 


u(HI—D) و‎ A(-1;:2:0)(1 
4(1:0:0) و‎ A(0;0:2102 
«u(-K0:D) 1 A(-1:-1 
)1:2:-1( نعتبر التقطة (3 :2 : | )۸ والشعاع‎ 


عبن معادلة لمجموعة النقط 1 التي تحقق 2 = 1.۸0 
بنا طبيعة هذه المجموعة ؟ 


المستوي ( 5 ) معرف بالمعادلة الديكارتية 


معادلته 0 -3+ 25 


:2م 


الشعاعين (1)1:1:1 


١ (‏ :7 :ل ) معلما متعامدا في المستوي ( 2 ). 


ACI 


نمستوي ( ۴ ) يشمل النقط (1 -: 1 
C(-1:2:0) ,B(O ١‏ 
؟عين شعاعا ناظميا ل (8) 


) استنتج معادلة ديكارتية ل ( ۲ ) 


بلع ( ۶ ) مجموعة الشد المعرفة بالثمثيل الوسيطي 


a 


2 


نعتير النقطة ( 1 : 2 : 1 )۸ و الشماعين (1))1:3:0 
20-0 

1) بين أن ( 2 ) هو مستوي المعلم (1://:0/) 

2) أكتب معادلة ديكارتية للمستوي ( ۲ ) 


اام 


(P) 1.i ER 


عين معلما ديكارتيا للستو ( 2 ). 


َع أكتب معادلة ديكارتية للمستوي ( ۶ ) الذي د 
(2:3-:8)1 و ¡ و تر سعاعا توجيه 

لل (5 ) المجموعة المعرفة ب : 
7+ - 


0 
(P) jy س«تجاء‎ 
1-1 


r.meR 


بین أن ( ۲ ) مستو يطلب كتابة معادلة ديكارتية له 
َي نعتبر المستوي ( ۲ ) الذي معادلته 
22+5-0 
)١‏ عين شعاعا 7 ناظميا ل ( 8 ) 
2) بين أن الشعاع (1:0:1)» شعاع توجيه ل ( 2 ) 
3) عين أساسا متجانسا ( ۷ 7:) حيث // و ١‏ مرنبطال 
خطيا مع 7 و » على الترتيب 
[ أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (7 ) الذي يشمل 
1 : 3- )۸ و يوازي المستقيمين ( 2 )و ('1) 
الذين تمثيلاهما الوسيطيان هما 


2x+y 


2) 


x =2+" x =l+1 
J=-S+' (eR «< {y=2- teR 
= 4+ 2 =4+ 
نعتبر المستقيمير‎ |] 
ا '25+2م‎ 3 
(D0) | 2' r'eR «(D):fy =l+1 teR 
5-1 E 


بين أنه يوجد مستو ( 8 ) وحيد يشمل ( ٥‏ ) و ( '0) ثم 
أكتب معادلة ديكارتية ل ( 5 ) ٠‏ 


ال ييا 
[[] نعتبر المستوي (0) الذي معادلته 
2x +y ~2 +1=0‏ 

والمستوي ( ۲ ) الذي معادلته 0= 4+ 22- 127 3 
)١‏ بين أن المستوبين متقاطعان 

2) عين شعاع توجيه و نقطة من مستقيم تقاطعهما 
[[] نعتبر المسثوي (۲) الذي معادلته 0= 2+ 7× 
والمستوي ( ”1 ) الذي معادلته 1-0 -2-/[28-1 1١‏ 
عين شعاع توجيه لمستقيم تقاطعهما 5 5 


«8) 1:0:0) ۸)0: 1; 1 ( نر التقط‎ 71 
D(0;1;2) sC(-1;2:1) 

ن أن النقط ۸ ۰ 8 ٠‏ © و 19 من نفس المستوي ثم عين 
ادلة ديكارتية لهذا المستوي 

[[! نعتبر النقط (1:2:1-)ه › (1-:6-:28)1 
و (0)2:2:2 . بين أن النقط ۸ ؛ 8 و © تعرف 
تويا يطلب تحديد تقاطعه مع المستوي ( ۴ ) الذي 
ادلته 2-40 +33-. 

17 1) عين تمثيلا وسيطيا للمستقيم 0 تقاطع المستويين 
( ۴ )و ('م) اللذين معادلتاهما 2-0 + لإ+ × 

و 2-4=0+ دعم 

بة للمستوي ( "۲ ) الذي يشمل 
۸)1 و العمودي على 0 . 

بين أن المستويات الثلاثة ( ۲ ) ٠‏ ( 7 )و ( "۲) 
في نقطة وحيدة يطلب تعبينها 
2x+3y-2=-2‏ 

Sy-42=1:(P 


ر الجملة هندسيا ثم حلها 


5= 122- رمج بره 
- برو+ 8 
تعتبر الجملة التالية 
٣ + =-1‏ 
2x +y +‏ 
٤ +4y +z +3=0‏ 
1) باعتبار أن المعادلتين الأوليتين هما معادلتا مستويين 


(۶ )١ه‏ ( ”7 ) يتقاطعان في مستقيم ( (1 ) يشمل النقطة 
2:07 


1)-2:2:1( موجه ب‎ A): 


2) تحقق أن ( 2 ) و المستوي ( "۲ ) الذي معادلته الثالثة 
في الجملة يتقاطعان 
[# نسمي ( 2 ) و ( 'م ) المستوبين اللذين معادلتاهما 

5=0+ر- ع2 و 


واستنتج أن الجملة تقبل حلا وحيدا 


3x+y-2=0 
بين أن المستويين يتقاطعان وفق مستقيم تمثيله الوسيطي‎ 


x= 

5= ر 

2= +5 
حل الجمل التالية و فستر النتائج هندسي‎ #[ 
4x +2y +z =4 
4x -2y 
4x بر‎ =0, 5 
5x +3y +42 = -1 
2x +3y +z 


teR 


2 


0: 


(2: 
0: 


2x +3y 
3% +7y +42 =10 


(0: 


"| نعرف في © مجموعة الأعداد المركبة › المعادلة 


ذات المجهول ج : 0= 128- 487+ 8(:77-122) 
1) تحقق أن 8 حل للمعادلة › استنتج الحلين الآخرين 


2) ( :0::0) معلم متعامد و متجانس في المسئوي الموجه 
( الوحدة :101 ) . نعتبر النقط ۸ » 8 و © ذات اللواحق 
2-23 -ه ٠‏ 52+23 و 8= على 

الترتيب . : 

3) أحسب طويلة و عمدة ل ۾ و عَم النقط ۸ ٠‏ 8و € 


5) أحسب العدد المرب کے = ي و عين طويلته 
25 


وعمدة له . استنتج طبيعة المثلث ۸8€ 
ع) عن « مرجح الجملة [(]ع|:©):(|م|:8):(إعانه) 
عم D‏ . 


) عين ( ١‏ ) مجموعة النقط 2 حيث 
[A + + 27€ | =| + - 277€ |‏ 
أنشئ (۳) - 
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نعتبر المكعب 48012185011 و الذي حرفه 1 . 
4 عدد حقيقي موجب تماما » نعتبر النقطة ۷ من نصف 
التستقيم [ ۸8 ] المعرف کنا يلي AM =F‏ 
1) عين حجم رباعي الوجوه ۸85 بدلالة ۵ 
2) لتكن >1 مرجح الجملة [(4(:)8:1(:)2:1: 0( 
(a‏ عبر عن BK‏ بدلالة BD sBM‏ 
) أحسب 817 8 و 86.12 ثم استنتج أن 


) بين أن : 


ماذا تستنتج ؟ 


4) 3) بين أن المثلث 8۷ متساوي الساقين وأن مساحته 


0) عين العدد 8 حتى تكون مساحة 81011 تساوي 1 
وحدة مساحة . أحسب الطول ×۸ في هذه الحالة 
الفضاء منسوب الى معلم ( :7 ;0:1) 


2 


نعتبر مجموعة النقط من الفضاء و التي نرمز لها بالرمز 


١‏ م ) واحداثياتها (2:/:* ) تحقق 


0 5- 2(2 +1)- 4+ جرم -3) مع ص عدد 
عقيل . 

!) بين آنه من أجل كل قيم 1 الحقيقية فإن ( ,,/ ) مستو 
2) عبن نقطة و شعاع توجيه للمستقيم ( «1) تقاطع 

(Pı)s( 2:) 

3) بين أن ( «1 ) محتواة قي كل المستويات ( ,م ) 


C(6:-2:-1) 
بين أن المثلٹ ۸8€ قائم‎ )1 )1 
× + + 2-3 =0 ليكن ( ۴ ) المستوي الذي معادلته‎ )2 


سے 


بين أن ( ۲ ) عمودي على المستقيم ( ۸8 ) و يمر من 
النقطة ۸ . 


3) ليكن ( ۳ ) المستوي العمودي على المستقيم ( ۸€ ) 
و الذي يشمل ۸ . أكتب معادلة ديكارتية ل ( ۴ ) 
4) عين تمثيلا وسيطيا للمستقيم ( ل ) مستقيم تقاطع ( ۲ ) 
IE‏ 
1) 1 ) لتكن (1 النقطة ذات الإحداثيات ( 0و 4و -| ), 
بين أن المستقيم ( ۸1 ) عمودي على المستقيم ( ۸8€ ) 
2) أحسب حجم رباعي الوجوه ۸8€ 
3) بين أن قيس الزاوية 815۸ هو ے راديان 
4) أ) أحسب مساحة المثلث 80€ 

ب) استنتج يعد النقطة ۸ عن المستوي ( ©8606 ) 


لايس 8 . 
2) نعتبر المستويات (,2) : 0 = 2×+y+1+4)×+22-3(‏ 
لاحظ أن ل محتواة في (,۶) من أجل كل قيم ‏ الحقيقية 
[ باستعمال برمجية مناسبة عرف ۸ ؛ عرف االمتغير 
العددي 3 في مجال ٠‏ المستقيم ل و المستويات (,8) ]ثم 
عرف مستقيم تقاطع (,8) مع ( 0۷× ) ثم اختر النمط 
۴۸C٤‏ عاين أن (,۶) يشمل كل المستويات التي 
تحو ل عدا واحدا . ملهو ؟ 

انشئ دائرة تقاطع (,4) مع 5 ثم خسن قيم 8 التي تعطي 
المستويات (,6) التي تمن 8$ , 

3) أحسب بعد ۸ عن (,8) ثم عين قيم ۾ حتى يكون 
(,6) مماسا لل 5 


٤ س‎ 

[7] الفضاء منسوب الى معلم (0:1:7:۴) 0 
ريد تعيين المستويات التي تشمل المستقيم ل لمرن ڪا 
o‏ 2202050 000 س 
E30‏ لاا 86 

المستويات تمس سطح الكرة 5 التي مركزها( 0: 4 : 0 )4 40[1) 
و نصف قطرها 5ل n‏ 
1) بين أن المستوي ( ۲ ) الذي معادلته 0 -22+ع 3 
0 


0-:5)1 نقطة , 
ط ) مستو معاداته 0= 4 +7 3- ¥+ × 
جواب واحد فقط صحيح 
ينا انستقيم ( © ) التي يشمل 5 و يعامد ( ۴ ) ڌو 


8ء, 22-2 رايم 
¥ 
x =2+‏ 
My =+ te‏ 
3-3 
احداثياب النقطة 11 نقطة تقاطع ( 2 ) مع ( (1 ) هي 
3 9 ا( 
4( م( كِ 
4( 
تعد 5 من (2) هو 
آل 3 
( 3 
iı 3‏ 
9 9 
هد 6 


العثبر سحفح الكرة الذي مركزه 5 و نصف قطره 3 
تقاطع السطح مع ( 1١‏ ) هو 
) النقطة (0: 5 1)1 


/ا) الدائرة التي مركزها 11 و نصف قطرها س١‏ 
) الدائرة الئي مركزها 5 و نصف قطرها 2 


4) الدائرة التي مركزها 14 ز نصف قطرها الل 


ا ا 
مجموعة خالية 

.)( إذا کان تقاطع ( ۲ )ر( © ) غير خال وتقاطع‎ )١ 
A ساس سا‎ 80 
. غير خال‎ 
000 ع سن رم رو‎ 
)8( تقاطع ( ۲ ) و ( © ) هو تقاطع ( © )و‎ 
تقاطع ( ۲ ) و ( © ) هو تقاطع ( © ) و (۸) فإن‎ )3 
)و (۸) ستقيم.‎ @( :)2( 

4) إذا كان تقاطع ( '1 ) و ( 7 ) غير خال فإن تقاطع 
( )و ( )غر خل . 

5) إذا كان تقاطع ( 2 ) و ( '10 ) غير خال فإن تقاطع 
('2)و(2) غير خال 

6) إذا کان تقاطع ( 8 ) ٠‏ ( © ) و ( ۸ ) نقطة فإن تقاطع 


(۶ )و (0) مستقيم . 
|1 ) النقطة ( 1 : 2-: 7 )۸ تنتمي الى المستقيم ( 4) 
4+3%= 1 
الذي تمثيله € 1 1= y‏ 
-1- 2 


2) مجموعة النقط من الفضاء التي احداثياتها تحقق 
0= 3 + لر - × 2 هي مستقيم . 
3) مجموعة النقط من الفضاء ذات التمثيل الوسيطي 


1+ 3cost 
2-1١ 2cosr r e[0:^] 
دعق‎ 


4) تعتبر النقطة ( 1 ١:2:‏ - )۸ والمستقيم (0) الذ 
يشمل 0 و شعاع توجيهه (4-:5:3-)// 
- يوجد مستقيم وحيد ( ۸ ) يشمل ۸ و عمودى 


تعيين معادلة سطح أسطواني دور اني أو سطح مخروط دوراني 


تعيين مقاطع اسطوانية أو مخروطية . 


تمثيل مقاطع مجسم مكاقى ( e‏ ل0 اںط Para‏ ) 


مثيل مقاطع مجسم رائدي ( ڑ‌olvıd‌bۆHyper‏ ) 


معادلته 17-0 +2 


2) نعتبر المستوي  (‏ ) ال 2 عدم احيث 77 عدد حقيقي 


عين 7# حتى يكون ( 7 ) مستويا مماسا ل ( 5 ) ٠‏ 


نقطة التماس بين ( 7 ) و (5) 


) أعط تمثيلا وسيطيا للمستقيم ( 2 ) الذي يشمل 4 و يعامد ( 7 ) ( من أجل قيمة ” المحصل عليها سابقا‎ ١ 


ا 3) أكتب معادلة دائرة التقاطع بين ( $ ) و المستوي ( ۶ ) الذي معادلته 0 = ج في المعلم (ر:4:1). للمستوي ( م) 
HH‏ 


) عين قيم ۸ الحقيقية حتى تقبل المعادلة 


11 مكعب . م منتصف [ 1:11 ] . 0 ملتصف [ ۸8 ]و ۸ منتصف [:1© ] 
1 
1) بین ان 17+ 7 6 OR ==(AC+AH) ùl,‏ 


2) بين أن المستويين ( 0۸ ) و ( ۸٤⁄1‏ ) متوازيان 


3) بين أن مقطع المكعب 8۳٤6/1‏ بالمستوي ( 70۸ ) هو سداسي منتظم ٠‏ 
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1861 رباعي وجوه . لتكن النقط / منتصف [ 19 ] ٠‏ /. منتصف [ 80 ] 


و © مركن كل المثلث 486 . 
1) عبر عن الشعاع + 58 + 5۸ مرّة بدلالة 06 و مرّة أخرى بدلالة الشعاع (/19+ آ5) 


2) بين أن النقط (1 ٠ 1 » 6 ٠‏ ل تنتمي إلى نفس المستوي . 


طخامس 


ا : [:6:7). 
المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (0:1:2) 


e+e 
کر‎ 


تبر مجموعة النقط( ر. +) , 44 حيث : 


) بين أن مجموعة النقط ,11 لما يتغير ۲ على ۳ هي ( 77 ) إتحاد منحنيين معادلتيهما 
( ۶= ر و (٭) =f‏ ر 
2) أدرس تغيرات / ثم أنشئ منحناها البياني ( © ) 


3) أستنتج تمثيلا بيانيا ل (/2 ) . 


نشاط 


الفضاء متسوب إلى معلم متعامد و متجانس . 
باستعمال برمجية 111/117101/5 أو برمجية هندسية أخرى 


:1 التي تحقق + +=( نرج ) رد 2 


1- أنشئ مجموعة النقط ( ج 
2- أنشئ المستوي الذي معادلته الديكارتية 


- أكتب معادلة التقاطع في المستوي السابق 
3 -أنشئ المستوي الذي معادلته الديكارتية 2 
- أكتب معادلة التقاطع في المستوي السابق 


23K 7 رتل1‎ 


السطح الإسطواني الدو 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس . [ 7:6 


: ( © ) الدائرة التي مركزها 0 و نصف قطرها ۴ ( 0 < ۸ ) 
من المستوي ( 0¥×) ٠‏ 
السطح الإسطواني الدوراني الذي محوره ( 07 ) و نصف قطره ۴ 
| هو مجموعة المستقيمات الموازية ل ( :02 ) و التي تشمل نقطة من ( © ) ۲ 
أ > كل مستقيم من هذه المستقيمات مولد لهذا السطح الاسطواني 


السطح الاسطواني الدوراني الذي محوره ( 07 ) و نصف قطره ۸ هو مجموعة النقط 
N)»: :2(‏ حيث ۸= ر +× ( السطح غير محدد ) .87 = ر+ ند هي معادلة ديكارتية ل ( 8 ) 
:× )14 تنتمي إلى السطح الاسطواني معناه 1 المسقط العمودي ل 14 على ( 0۷× ) ينتمي إلى ( © ) 


< السطح الاسطواني الدوراني الذي محوره ( 07 ) ونصف قطره 18 . مقطع < بالمستوي 
( ۲ ) الذي معادلته 2 z=‏ هو الدائرة من المستوي ( 1 ) التي مركزها ( 0 : 0 : 0 )0 ونصف قطرها +1 

۸ و إلى (۲ ) أي‎ ٤ 
أي الدائرة التي‎ ×+ = 


2+ و 2-28 


1)2 تنتمي 


إلى المقطع معناه 1 تنتمي 


قز ف یر پا حا سعد ت | 


فا 5 بالمستوي ( ) هو مجموعة النقط (2 : ل: × )1 حيث 


)و نصف قطرها ۴ . 


ذه الحالة يكون مقطع < بواسطة ( 8 ) ٠‏ ( 8 × ) أو ( 1= ر) هو اتحاد مستقيمين موازيين ل ( 2©) | 


مستفيم يوازي ( 07 ) أو مجموعة خالية . 
( ۴ ) يدازي ( ۲07 ) M1): 2( ٠‏ تنتمي إلى مقطع < بواسطة ( 5 ) ؛ (4=×) 


ماه ۸= 2 بر+ 2د و ندع أي أن 2م-82- + x‏ 


1 > 8 <| المقطع 


! > 8 -|م| المقطع مستقيم الموازي ل ( 07 ) و المعرتف ب اع ×و 50ل : 


عة خالية 


x 2‏ 
> ۸ >| م المقطع اتحاد مستقيمين يوازيان ( :07 ) معرفين بالجملتين E‏ > 
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الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجاتس  )0:7::4(‏ 
انعتبر السطح الاسطواني الدوراني الذي معادلته الديكارتية 25= نر+* ب 
1) ه) عين تقاطع السطح مع المستويات التي معادلتها 4= × 5 - ><« ٠‏ 7- 
ط) مثل السطح الاسطواني و التقاطعات السابقة. 
2) نعتبر المستوي ( ۲ ) الذي معادلته » = × . عين تقاطع السطح الاسطواني مع المستوي ( ۲ ) 
=k‏ 


3) ليكن ود و 


+ المستقيمت (01) حي 7ر جج] “00 
-25-= | 
تحقق أن ( ,() و ('(1) محتويان في السطح الاسطواني 


- بون أن السطج الاسطواني هو اتحاد المستقيمات (,2) و('2) لما عا يمسح المجال [5: 5- ] 


1) تقاطع السطح الاسطواني مع المستوي ( 4= × ) هو مجموعة النقط (2: ل :)10 حيث 


0 | =4 . =4 x= 


فالتقاطع هو اتحاد المستقي 
ا مدر ودر 6< 3 


> تقاطع السطح لاسطواني مع المستوي ( 5 - - × ) هو مجموعة النقط (* : ل : * )2/1 حيث 1 
25> رج 
2-5 نر 5- ل 
ى فهو المستقيم الذي معادلته م _ ,أ 
0= = | 


> تفاطع السطح الاسطواني مع المستوي ( 7= × ) مجموعة خالية لأن الجملة 


3) حسب السزال (2) ٠‏ (,(/) و ( 1) هما تفاطع السعلح الاسطواني مع المستوي الذي معادلته )= × فهما معتويان 
في ليلج 
وبالعكس ( 2 : لإ: ١‏ )1 تقطة من السطح معناه 25 ر + 2 »و بالثالي 525 × أي 55 ×55 
نضع ۸ = × نحصل على 25-27 = ر أو -25/- » بر أي أن 2 تقع على ( ,00 و( 8)* 


CS O | 


له سطح مخروط دوراني 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس( ‏ 
1- تعريف : 1 نقطة من المحور ( 02 ) ٠‏ ( © ) الدائرة التي مركزها 1 
و تقع في مستو يوازي ( 0¥×) ٠‏ 
سطح مخروط دوراني ؛ ( © ) قاعدة له و رأسه 0 هو اتحاد المستقيمات 
التي تمر من 0 و تشمل نقطة من ( © ) + 
* كل مستقيم من هذه المستقيمات مولد للسطح المخروطي الدوراني 
* هو مجموعة المستقيمات الموازية ل ( 07 ) و التي تشمل نقطة من (©) 
> كل مستقيم من هذه المستقيمات مولد لهذا السطح الاسطواني 
٣ (‏ ) سطح المخروط الدوراني الذي محوره ( :02 ) و ( © ) قاعدة له و رأسه 0 ٠‏ 
٣ ( |‏ ) هو مجموعة النقط ( 2 ; لز × )11 حيث 42 2بر+ةبراء٠ K<0‏ . تسمى المعادلة 0 
المعادلة الديكارتية ل ( ٣‏ ) 
5 : (» ) الدائرة التي مركزها ( 8 : 0: 1)0 و نصف قطرها ۸ ٠‏ ( © ) تقع على المستوي الذي معادلته 
× )11 نقطة من ( ۳ ) تختلف عن 0 . 


:2(١)ةعم(‎ z=a 


(1)0:0:2 المسقط العمودي ل 1/1 على (:02 ) ٠‏ ۸ نقطة تقاطع ( © ) مع ( 0۸ ) . 
Mm _ 0«‏ 
(: : + )1 نقطة من ( 17 ) معناه المثنثين 0117 و 0۸1 متحاكيان و بالتائي رن كك 
7 لك ES AT‏ 
Ol‏ 01 
R 2 .: 3‏ 2 
آي أن ج ۸ = (2- )+ (0- نر) + *(0- ) ومنه (--4) 3 


a 


برج 2د هو سطح مخروط 


R 
بالعكس : مجموعة النقط (* : لإ : »× )04 من الفضاء حيث (== م)‎ + 
a 


.ورائي ( غير المحد ي رأسه © و ( © ) قاعدة له حيث ( © ) الدائرة التي مركزها ( 1 : 0: 0 )16 و نصف 


XOY 3-34 >‏ 
میرن ١ agama‏ 
© أو دائرة من المستوي ( ”1 ) مركزها نقطة من ( ,2© ) 5 


> مقطع يمستو يوري ( :07 ) أو ( 9/07 ) 
اميرهنة a e‏ 
هو اتحاد مستقيمين يتقاطعان في 0 أو قطع زائد . 


238 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (£ 
نعتبر ( © ) السطح الاسطواني الدوراني الذي معادلته الديكارتية 92 * بر+ * بر 
1) بين أن تقاطع ( © ) مع المستوي ( 7 ) الذي معادلته 2 =< هو دائرة يطلب إعطاء معادلة لها 
في المستوي ( 7 ) › أوجد في المعلم (::/:0) إحداثيات مركز هذه الدائرة 
2) لتكن ۸ النقطة التي إحداثياتها (0 : 0 : 3 ) و ( © ) المستوي الذي معادلته 3= × . أكتب في المعلم 
(4:7:6) للمستوي ( © ) معادلة تقاطع ( © ) مع ( © ) . 


طرائق و زمارين محلولة 


- مثل بيانيا هذا التقاطع باستعمال برمجية مناسبة 
الحل: 1) معادلة ( © ) هي 92= ر + ”+ تقاطعه مع المستوي ( 7 ) هو مجموعة النقط (2; /إ: ‏ )1/1 
ال ل ) 
0 أ 1-2 


ربدم 


2) تقاطع ( ) مع المستوي ( 0 ) هو مجموعة النقط (2: لإ: )11 التي تحقق ٠‏ 2 


۴ 9+ =| 
3= | 
فى لملم (4::۸) للمستوي ( © ) تقاطع ( © ) مع ( © ) هو المنحنى الذي معادلته كما يلي 


£ 9 


4 المجسم المكافئ - المجسم الزائدي 
1 - تعريف : 
/ دالة لمتغيرين في معلم للفضاء . 
مجموعة النقط 11 ذات الإحداثيات (2 : 3 : × ) حيث 
(«:») / - 2 هو التمثيل البياني للدالة / 


مقطع المساحة ( 5 ) ذات المعادلة بر+* ,ع ج 
هو قطع مكافئ محوره يوازي ( 02 ) 

0 بمستو معادلته #-* هو دائرة مركزها يقع على ( :02 ) أو النقطة‎ © ٠ 
نقطة من ( 5 ) و من المستوي ( 3 > ) أو ( 3 - ل) معناه += ج أو‎ 11)»: 7:2( © 


. المقطع إذن هو قطع مكافئ محوره ( 07 ) 


© بمستو معادلته ۾ = × أو ۾ 


© بمستو معادلته 


MN) ×: ۷:2 ( ©‏ نقطة من ( 5 ) و من المستوي ( : - 7 ) معناه »= ۷+ ومع 2 
> 0 >0 التقاطع مجموعة خالية 
> 0 = ه التقاطع هو النقطة 0 
> 0 < 4 التقاطع دائرة مركزها يقع على ( 07 ) 


المساحة التي معادلتها لإ × =2 تدعى ا 
< 4 : مقطع المجسم ( 1 ) ذي المعادلة 'و< > 2 
© بمستو معادلته ۾ = × أو هو مستقيم ٤‏ 
© بمستو معادلته z =٥‏ هو قطع زائد مستقيماه المقاربين 
يوازيان ( ×0 ) و ( 0۷ ) أو هو اتحاد المستقيمين 
(OY) s(OX)‏ 
برهان : © ( 7: ١:‏ )80 نقطة من تقاطم ١1 ١‏ ) مم الست ي 4 - × أو 3 - لإ معناه لإة 2 و 4=× 
x‏ 0 قطع 
١:۷: (( ©‏ )1 لقطة من تقاطع ( ١‏ ) مع المستوي ن =2 معتاه > لإ× و 2-8 
2-0 انتيل رخاتي : r‏ | فين (0X)‏ )0¥( 
| 


> 0 ۾ آي = ر ( ۸0 ») المقطلع قطع زائد مستقيماه المقاربان يوازيان ( ×0) و ( 1©) 
1 


في المستوي ( 7-8 ) 


5 


(5) و( © ) مستويان كل منهما يوازي ( 0¥×) أو ( :202 ) أو (¥02) 
تقاطع ( ۲ ) و ( © ) مع ( 5 ) ممثلة على الشكلين 


) تقاطع ( 8) ( © ) تقاطع (5) 
r‏ - أكتب معادلة ممكنة للمستوي ( © ) 


الحل: كل مستو ( 11 ) ب 0 ) ١‏ ( :202 ) أو ( ۲02 ) له معادلة من الشكل 


> تقاطع ( 5 ) مع ( 1 ) الذي معادلته )=< هو مجموعة النقط (2: لإ »)1 حيث 
> تقاطع (H)‏ )= لر هو مجموعة النقط (: لإ: )14 حيث 
> تقاطع ( 5 ) مع المستوي ( 11 ) الذي معادلته 4 = × هو مجموعة النقط (2: /ا: )14 حيث 
رباع 
E E‏ 
+ ما 


* تقاطع (7 ) و ( 5 ) هو دائرة مركزها 0 و نصف قطرها 4 و بالتالي معادلة ( ۲ ) هي من الشكل )=< 
و نصف قطر الدائرة ل إذن 16 = معادلة ( ۲ ) هي 2-16 

* تقاطع ( © ) و ( 5 ) قطع مكافئ و بالتالي ( © ) له معادلة من الشكل ٠‏ = × أو )= لإ 

رأس القطع المكافئ ( 4 - 0:2 - ر ) أو (* 4 - :0 - بد ) على الشكل (:02 ) لفقي و 4 -*/ 
إذن 6-2 أو K=-2‏ معادلة (0 )هي 2-= »لر x=2‏ أو 2-2 أو 22لا 


1© 


elbaseairrret 


0 ا 


xy -1 
7 


I lS) 


)x:(=‏ ودع 


1) باستعمال برمجية مناسبة لو آلة حاسبة مثل f‏ 
(SEC E‏ مع E‏ 
- أكتب معادلة ل ( © ) و أنشئه في المستوي ( 7 ) . 


ظ 1-4 جح 


) .... Multimath: « K3D « Calc 3D « DPGraph « MÛPAD ( التثل بالبرمجية‎ (1 


10| Xmax = 10 | Xgrid =20 


3-1 Zmax=7 | Ncontour 


ومامنا - اديه ناد vole‏ 9 


Eye =59 | Eye = 1000 | Eye = -18,49 | Xmin - 


Ymin =-10 | Ymax=10 | Ygriû=20 | ف د ملس‎ 


1 
:)S( 6‏ =( /= ع . (م):م دج ويقتقي (8): 0لا رږ أي = لر 


ا 
(©) القطع للزائد الذي معادلته = بر 


1) القضاء متسوب إلى معلم متعامد و متجائس (0:1:7:6) - 


تعتبر المساحة ( 5 ) التي معادلتها جد 


- باستعمال مجدول أنشئ ( 5 ) 

> السطر الأول : خاصة بقيم × المحصورة بين ( 5- ) و ( 5 ) ( انطلاقا من 42 ) 
> نكتب قي الختة 82 الاستور  Enter û = 8$/*$A2/(8$/^2+1)+$۸2/10‏ 
نعمم هذا الدستور باستعمال الزالق على المستطيل من 82 إلى ۷22 

> التمثيل من الصنف * 51/7/22 


ستتحصل على شكل ممائل لهذا 


و بعد ثلك معاينة ( 5 ) 
3) ياستعمال يرمجية ما ٠‏ 


عين المساحة ( 5 ) التي معاداثها 


رامعم cosy‏ مدع 


2 


التمرين 50 
|القضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجاتس ( :1:7 0©) ٠‏ : 
تعتبر ( © ) سطح المخروط الدوراني الذي معادلته ‏ | المنحنيين اللذين معادلتيهما (>) =f‏ ج و () ' 


x” +=‏ . مثل ( ٨1‏ ) في المستوي ( 2 ) . 
§ 1) بين أن المستقيم ( 7 ) ذا التمثيل الوسيطي ) نعتبر الشعاعین ۴- 1= 4 و ۴. 


ذات الإحداثيات (0: 0:3 ) و ليكن e‏ سار 
ر و( 8 ) تقاطع ( ©) أثبت أن 14 تنتمي إلى ( 1 ) معناه = 2× . مثل 


)0( في (4۷) 
حل مختصر تعليق 
(7:2: )14 نلاحظ 2ج - 442 > 2ي3+ = برج ةبر 
اذن 06 تقع على ( © ) . ( 2 ) محتوا في ( © ) فهو مولد ل( © ) «لدينا 2F‏ + ])3- بن + 1د AM‏ 
× )1 تنتمي الى ( 11 ) إذا وفقط إذا كان و بما أن ,1 نقطة من (0) يكون 
AN =xî+y j E‏ 
ت آي أن احداڻيي 3 في (4:7:7) 
عالمة ( 8 ) في( 4;:;۸) من المستوي ( 0 ) هي 9+ ”×= ”ج هما (x;y)‏ 


«- تمثيل ( /- ) بالتناظر بالنسبة 
للمحور ( ۸) 


ع) « + =X‏ 7 و بالتالي ج 
معادلة (14) : 9- = 1-2 × معناه 9-=(2+ ×  -2‏ 


9 
أي أن 9-= 22× ×2 او 7 Xz‏ 


ii 


E o 


(0 


2 2+ 
عر لدل یت ج ي 


1) أدرس تقاطع المساحة ( 5 ) ذات المعادلة (بز:) z =f‏ مع 
2) عين القيم الحدية 4 و 88 للدالة f‏ 


دراسة تقاطع ( 5 ) مع مستوي تقتضي حل الجملة مشكلة بمعدلتيهما 
تقبل / نهاية حدية إذا وجد مستو معادلته من الشكل z=)‏ يمس المساحة ( 5 ) 
هذا يستدعي حل و مناقشة الجملة 


أ 
أ 
| نضع الشرط اللازم كي تقيل هذه المعادلة حلولا 

| حتى يكون المستوي ماسا للمساحة ( 5 ) يجب أن يكون 2=0- )-*۾ 


ينتج عن هذه المعادلة الأخيرة حلان هما القيمتان الحديتان المطلوبتان. 


4 +2 


AGATE 


أو الذي يشمل النقطة (2;5- ;۸)3 
- هل يشمل هذا السطح النقطة (1-:01:20/3 8 ؟ 
- هل يشمل (7:2:0/-) © ؟ 

- هل يشمل (2)]5:2:/2:./5 ؟ 


و ااي مد ااا 


الذي محوره ( 02 ) و نصف قطره 1 
2) هل مجموعة النقط ( ,1 لما تمسح ) 

» موعة الاعداد الحقيقية هي ( © ) سطح الاسطوانة ؟ 
[ (© ) هو سطح الأسطوانة التي محورها ( 02 ) و 
A(l:‏ 


) © ( عين معادلة ل‎ )١ 
: لع ( © ) بالمستويات التي معادلاتها‎ 
4uy=- 


2 


ع (©) م سطح الأسطوانة التي محورها ( ×0 ) و 


م ا) عين معادلة ل ( © ) 
2) ميز مقاطع ( © ) بالمستويات التي معادلاتها : 
2>» . 3-=ر › 4= 


8 (© ) هرسي دروي ددوراي فی ااا 


ومحوره ( :02 ) و الذي تشمل (3 ;2 : ۸)1 
1) عين معادلة ل ( © ) 
2) ميز مقاطع ( © ) بالمستويات التي معادلاتها : 


اعمال 2-=2 › بردع 


أكتب معادلة سطح الأسطوانة الذي محوره ( 2© ) ( 2 ) المستقيم الذي يمر بالنقطة 0 وشعاع توجيه له 


4-2-4 و ( © ) هو سطح المخروط الذي محوره 
( 02 ) و يحوي المستقيم ( 2 ) 
1) عين معاطة ل ( © ) ا 
2) 3) عين العدد الحقيقي الموجب تماما 4 حتى يكون 
مقطع 
( © ) بالمستوي الذي معادلته ۵ = 2 ء دائرة ('1 ) 
تصف قطرها 2 


ط) لصب احدلثيات مركز (۳) 


1) 4) بين أن المستويير 


-5/بر+ » : 0= 


00 
> - 28 على الترتيب ليسا 


متوازيين 
)أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (©) تقاطع( 7 ) و ( © ) 
©) نعتبر ( 14 ) سطح المخروط الدوراني الذي محوره 
( ×0 ) و يشمل المستقيم ( 5 ) كمولد 
- بين أن معادلة ( 1 ) هي *×7= 2+ ر 
2) مثلنا على الشكلين التاليين تقاطع ( 11 ) مع 
مستويات موازية لمحاور الاحداثيات . 
0 
الشكل ( 1) 


6 


3) 8) بين أن المعادلة [3]7 = 7. التي مجهولها × عدد 
صحيح لا تقبل حلولا 
ا) بين الخاصية التالية + 


لكل عددين صحيحين 2 و طء إذا كان 7 يقسم 87+ ”ي 
فإن 7 يقسم د و 7 يقسم 8 


a )8 )4‏ » ا و أعداد صحيحة غير معدومة ‏ بين أنه بذ [إق نعتبر المساحة( 5 ) التي معادلتها * += ج 


كانت النقطة (©: 2:8 )4 نقطة من ( ٨‏ ) سطح 
المخرود الدوراني يكون 2 ٠‏ ا و © مضاعفات للعدد 7 - 

ط) استنتج أن النقطة الوحيدة نت ( 11 ) و التي 
احداثياتها أعداد صحيحة هي رأسه . 


نعتبر التقطتين ( 5 : 5 :۸)0 و ( 10 : 8)0:0 


1) في هذا السؤال نعتبر المستوي ( 7 ) الذي معادلته : 
x=0‏ 
ب إلى المعلم (0:5:4). في هذا المستوي تعتبر 


ركزها 8 و تشمل ۸ 


لدائرة ( © ) التي 


بين أن المستقيم ( 04 ) مماس للدائرة ( © ) 


الكرة الناتجة عن دوران ( © ) حول ( 02 ) 


المخروط الناتج عن دوران(0۸) حول( 0) 


أن معادلة (7 ) هي += *بر+* بر 


بن تقاطع ( ١‏ ) مع ( 5 ) ( أذكر الطبيعة و العناصر 
المميزة ) 

3) أحد الأشكال الموالية هو تقاطع ( ۲ ) مع مستو (/78) 

معادلته 1 = × . أي هذه الأشكال مناسب ؟ علل 


)3( 
2 << 
«<اههر 


(2: :× )00 نقطة من ( ١‏ ) إحداثياتها أعداد صحيحة 
غير معدومة . بين أن × و ر لا يكونان فرديين معا 


[[] تعتبر المساحة ( 5 ) التي معادلتها (/ر:8) / 
من أجل كل عدد حقيقي ٠‏ تقاطع( 5 ) مع المستوي 


ٌ 


هو المستقيم الذي يشمل ( ) : عل 1 ;۸)0 و (14)153;0 
شعاع توجيه له . عين ( 5 ) و اكتب معادلة ديكارتية له . 


1) عين مقطع ( 5 ) بالمستويات الموازية ل ( 0¥×) 
2) عين مقطع ( 5 ) بالمستويات الموازية ل ( 02× ) 
3) بين أن ( 5 ) تقبل مستوي تناظر 
[77[] نعتبر المساحة ( 5 ) التي معادلتها 

×+ ×= زر ودع 
1) بين أن مقطع ( 5 ) مع المستوي 2-0 هو اتحاد 
2) أدرس مقاطع ( 5 ) بالمستوي الذي معادلته 2-1 
حيث 2 عدد حقيقي غير معدوم ( بالخصوص المستقيمات 
المقاربة ) 
[[1] نعتبر المساحة ( 5 ) التي معادلتها آر- مإ = > 
1) أكتب معادلة مستوي التناظر ل ( 5 ) 
5 نعتبر الدالة ۴ ذات المتغيرين 

3+ “ممم ررم f‏ 
( 5 ) هي المساحة التي معادلتها ((:2) =f‏ 2 
1) بين أن ( 5 ) تقبل المستوي الذي معادلته 0= لإ 

مستويا للتناظر . 

2) نعتبر الدالة ع حيث (0:) ر- (*) 8 
أدرس تغيرات ع » استنتج القيمة الحدية ل ( 5 ) 
( نقبل أنها لا تقبل إلا قيمة حدية واحدة ) 
M1 )3‏ نقطة من ( 5 ) ٠‏ أدرس الحالة التي يكون فيها بعد 
M‏ عن 0 غير منته 
[ في الفضاء نعتبر ( 5 ) المساحة التي معادلتها : 
3(7 )+ 1(7- »)= ج و النقطة (۸)1:3:0 
1) أكتب معادلة ( 5 ) في المعلم ( € 


elbassair.net 


فة ۴ حيث |2 - بر|ما- (نر:>) ۶ 
1) عين الأزواج الحقيقية ( /إ: × ) التي تكون من أإلها ؟ 
معرقة 
بين أن ( 5 ) تقيل مستويا للتناظر و درس مقاطع ( 5 )ا 
متويات )=2 مع ) عدد حقيقي غير معدوم 


أل في الفضاء المنسوب الى معلم متعامد و متجانس 
(5:2ر::0). نعتير المساحة ( 7 ) التي معادلتها 

> ر حيث 51 +15- : 1> ركا 

1) ) تحقق أنه إذا كان (2 : ل :× )74 نقطة من ( ۳ ) 
إن (2; لإ × - )۴ نقطة من ( '1 ) . استنتج مستو 


ا 


2غ ه) ما طبيعة متحنيقت تقاطع ( 1 ) مع المستويات 
ال تة ل (:202 ) ؟ 
۵ ما طبيعة منحنيات تقاطع ( ۳ ) مع المستويات 
اله ية ل (02لآ ) ؟ 
) عين تقاطع ( ۳ )مع المستوي ذي المعادلة 2-0 
«) من أجل 0< تضع ( ۸ : 0:0 )1 » عين في 
المعلم (ثر:8:7) معادلة منحن التقاطع بين ( ۳ ) و 
3 ستوي الذي معادلته ) = 2 
:) أنشئ المنحني السايق في ([:آ: ۸) ٠‏ عين 
الخصوص احاثيات طرفي القوس . 
4) ( 12 ) مجموعة النقط التالية 
SOS SOS >|‏ معولع» (D)={M‏ 
ة) من أجل 1> 0>۸ من المستوي ( »= ) بقلم 
( 0 ) في مساحة ۸ هي مجمو عة النفط (2: :)1 من 
المكعب الذي ضلعه 1 حيث < بر : غ22 
- أحسب بدلالة ) » (1 )5 مساحة 8 . 
ت“ 


IT 


ألم في مستو ( ۲ ) من الفضاء » تعتبر دائرة 
قطرها [ ۸8 ] - ( ۸ ) المستقيم الذي يشمل ۸ 
على (* ) و ( 5 ) تقطةامن ( 4 ) تختلف عن ۸ 
1 المسقط العمودي ل ۸ على المستقيم ( 85 ) 
من أجل كل تقطة 11 من ( © ) نضع 11 المسقط العمودي ‏ 
له على (؟M).‏ 
1) أرسم (4 ) (لتقيا) . 
2) بين أن11 يتنتمي الى = سطح الكرة التي قطرها [45] 
3) نفرض أن 1 يختلف عن ۸ و 8 . بين أن ( M8‏ ) 
عمودي على المستوي ( 4315 ) . 
استنتج أن المستقيم ( 81 ) عمودي على ( 8865 ) 
4) بين أن 11 تنتمي الى المستوي ( ۴) الذي يشمل 1و 
العمودي على ( 85 ) . 
5) ) عين ( ۳ ) تقاطع 2 مع (2) 1 
5) بين أن مجموعة النقط 11 عندما تتحرك 16 على( © )ا 4 
هي ( ۲ ) N" ( ١‏ نقطة من ( ۲ ) تختلف عن ۸ ٠‏ 
يمكن أن نبين أن المستوي ( 4705 ) يقطع ( © ) قي ۸ 
و نقطة أخرى 2/1 
[8 © ) مر سلح المخروط الدورائي الذي معداتة _ 


ار 
بالمستوي ۶ ( ۵= >) :سبي ۸ لقلا دي 
(a;0;0)‏ 


)بين أن ,× هو اتحاد مستقیمین ( ,29 )د ( 5 
شماعا توجيههما ۴- 4= ا و ۸ 7 


mt 


و ( ۲:2 ) في لمعلم ون ,مازهم) 

- بين أن :22+ 2¥=ر و ,2+/18--2 
3) استنتج أنه من أجل #0 © فإن ل ,ند في المعلم 
[:0:,:) معادلة من الشكل = بر حيث ع ثايت 


غير معدوم . 

4) ما طبيعة ,× في الحالة السابقة 

للنعتير في الفضاء ٠‏ رياعي الوجوه 0۸8€ حيث 
= 00 = 08 = 0۸ مع ۵ عند حقيقي موجب تماما 

و بر قثلاثة 0۸8 ٠‏ 086 و 08€ هي مثلنات 


801/1 =× تضع‎ ٠» ] 0۸ [ نقطة من‎ ١ 


ل النقطة 0/1 


(عمى)١‏ زهع)وزهه) 


ي النستقيمين(۸8) 


سستري ( ۲ ) يشه 


١ 
9 
و‎ 

) برهن أن الرباعي N۸۲‏ هو مستطيل ۸ 

2) أحسب بدلالة × المساحة ( × )۸ لهذا المستطيل 

3) أدرس تغيرات الدالة الناتجة و مها بيانيا 

4) من أجل أية قيمة ل × تكون المساحة ( »)۸ أكبر ما 
يمكن ؟ 

5) نزود الفضاء بالمعلم ( 0:0:08:0€( 


و لتكن 81 نقطة من [ 08 ]+ نضع لاح ]ال 


2 


و نعتبر ( ”7 ) المستوي الذي يشمل النقطتين 10 و 11 
ويوازي المستقيم ( 0 ) و الذي يقطع المستقيمين (©8) 
و ( ©8 ) قي النقطتين 1 و إل على الترتيب . 

3) ما طبيعة الرباعي 111171 ؟ 

) أكتب بدلالة × و الإ مساحة الرياعي 1/1131 

ولتكن (:»)5. 

) هل يمكن تدديد موضعي 1/4 و 11 حتى تكون المساحة 
( × )5 أكبر ما يمكن ؟ 

لَه () "(١‏ ) مستقيمان متعامدان و ليسا من نض 
المستوي . الفضاء المنسوب الى معلم متعامد و متجانس 


O: jk) 


)0:0; 1 ( يشمل ۸ ذات الاحداثيات‎ )  ( 


و تر+ 1= » شعاع توجيه له 
('2 ) يشمل 8 ذات الاحداثيات (1-:0:0) 


و شعاع توجيه له . 


)١‏ تحقق أن ( 15 ) و ( '5 ) متعامدان و لا ينتميان الى 
نفس المستوي قعلا . 
< مجموعة النقط من الفضاء المتساوية البعد عن ( (1 ) 
و( '2 ) » تحقق أن 0 تنتمي الى < . 
| 
لل دی ا e‏ 
1= 
ES‏ 
3) أحسب كذلك بعد 24 عن ( '2 ) 
4) استنتج أن 11 نقطة من 2 إذا و فقط إذا 0 > 24 + لإ 
5) استتتج مما سبق : 
6 ان تدع لمع ستويت فسوي كل 028 
على العموم قطع زائد ( حتد الحالة الاستثنائية ) 
6) طبيعة تقاطع < مع الستويا ت العمودية على المخور || 
(0:7 ) أو المحور ( 07 ) 


في كل حالة اختر الأجوبة الصحيحة 
نعتبر المساحة ( 5 ) التي معادلتها + ل3 < -2 
5 
أ) تقاطعات ( 5 ) مع المستويات )=2 ( ٠‏ عدد حقيقي ) 


هي مستقيمات متوازية . 


اب) ( 58 ) مستو عمودي على المستقيم الذي يشمل 0 و 
شعاع توجيهه )3:1-;4(1 


ج) ( 5 ) يشمل المستقيم الذي يمر من ( 1:0 :2- )۸ و 


ه ر+ «=i‏ 


انعتبر المساحة ( 7 ) التي معادلتها 


٥) 1; 1: -2( )‏ تنتمي الى ( 7 ) 
ب) ( 7 ) هو سطح مخروط دورائي محوره (/:6) 


ج) المستقيم ( 4 ) الذي يشمل 0 و شعاع توجيهه 


+1 - » محتو قي (17) 


نعتبر المساحة ( ۸ ) التي معادلتها 


+0.5y +4‏ 2 تقاطع ( ۸ ) مع المستوي الذي 
معادلته 0= ار هو 


]) قطع مکافئ 
E‏ 
ج) قطع زائد 


د) جواب اخر 


1 مجموعة النقد ١‏ من الفضاء 0 
(2 ۸:۷5( تحقق 5 = ل3 - × ليست م 


2 تقاطع مجسم مكافى سعادلته ر += , 
سطح كرة مركزها © هو دائرة 


۴77 المساحة التي معادلتها [ أل = (ار:») /= 2 6 
المستوي ذا المعادلة 0= لا مستو للتناظر و تقاطع 
المساحة مع المستويات )= 2 ( » عدد حقيقي ) 
اتحاد مستقیمیں موازيين لمحور الفواصل . 

الساحة التي معادلتها “ع ر += ج حيث 

(5 + + >10:0> «> 0) في معلم متعامد تقطع 


انستوي 4-00 وفق مستقيمين 


[ نعتبر المساحة (5) التي معادلتها (1 + ل) × 2= 
حيث (10> 512:01 برك 0) 


1) النقطة (120: 11 : 5 )5 نقطة من ( 5 ) 


البرنامج هو في الشاشة المقابلة ولتحريره نستعمل الوظائف المعينة كالتالي : 
باللمسة ليا نعين 3/00 نو افق ثم نسمي البرنامج مثلا MOD‏ . 
للحصول على Disp « Input‏ تل د ٠١‏ 3 1/0. 
للحصول على )1 استعمل اللمسة إا ثم NUM‏ . 

للحصول على السهم + أضغط اللمسة |3003 


للحصول على = استعمل اللمسة |27 جرد م 1 
للروج من تحرير البرنامج استعمل اللمسة | “25 الموجودة مع 
لا ٌ 
أ 
/ 
ا 
ا 
للدصول على ”0 sp ٠‏ تستعمل د ١‏ ل 1/0. أ 
تلحصول على Else «While « For( « End « Stop «Then « If‏ ا 
أ 
5 4 5 1 
لاعصول على = وك استعمل اللمسة| 25# المجودة مع اللسة ااا ا 


وني موجودة في قائمة 7٤57‏ . 


م 07 ينفس الخطوات السابقة وهي موجودة في قائمة 061€ . 

. NUM مع‎ Bn u ۵1) للحصول على‎ 

للحصول على الهم ج شغلل ل ا . 

للخروج من تحرير البرنامج استعمل اللمسة| 23 + ٠ IW‏ 

تطبيق البرنامج : 

لاستعمال البرنامج ٠‏ أضغط اللمسة 
ثم اختر الاسم في القائمة 823613 . 


Ax +By =1‏ . 
للحصول على الوظائف أنظر البرنامجين السابقين . 


: تطبيق البرتامج‎ 
3 neu 
orê PERLE 


تغبين القواسم الموجبة لعدد طبيغي م 


للحصول على الوظيفتين )107 و 76156 استعمل 


(1s Prime Ji) Est Prem و‎ mod ù 

حيث الوظيفة 7000 تعطي مباشرة باقي قسمة ٠‏ والوظيفة 2667# 554 (أو 717:6 15) تبحث عن العدد الأولي . 
تحليل عدد طبيعي إلى جداء عوامل أوّلية : 
FACTPREM ' J‏ 

ويستخدم برنامجا ثانيا * 51۷18۴ * . 


نحرّر برنامجين » 


'ستعمل نفس الوظائف ونفس اللمسات مذكورة سابقا زيادة 
للحصول على الوظيفتين 
Retum‏ رمعم 

استعمل ت 


القاسم المشترك الأكبر والمضاعف المشترك الأصغر 
نضغط على اللمسة إلال الاق ثم في القائمة NUM‏ 

نعيّن الوظيفة )8:1677» تدل على المضاعف المشترك الأصغر 
أو الوظيفة )00ع : 9غ تدل على القاسم المشترك الأكبر 


المتتاليات: 


* امثل المتتالية (,) المعرفة على N‏ ب: 3- ۸- 2= u,‏ 


Ian ©‏ وين © »: تس 55 2232 


ودد الخاصية و56 ولكتابة 7 نستعمل 
Eng‏ 521 لي PA‏ 
adi an |‏ 3 2037-3 4“ 
1ي 1n‏ 1 
at 1‏ 
انما 0 
1 4 1 11 


21010117 Hur 12 


8-f | 


۷ mi = -5 وتتسّم‎ ON, | or 2 2 


Y scl لا و5‎ max =100 


1 
* نمثل المتتالية (,») المعرفة على 10 ب: 5 = ري و من أجل كل عدد طبيعي م حيث 1< 5 1۰+ ,4= 


a 


“لتلا .0 O <١‏ 
وك ثا للحجز. | ثم ونختار ا٤۷‏ 
لكتابة لا نضغط | تار |2 N‏ 
ل FOU Flot‏ 
Sb sucre‏ 


a inac1e0 
n= 


مدر 


حجز المتتالية نا المعرفة على N‏ ب : 4- 22-3 > ,4 ٠‏ 


(rnc ) (rrr) Bi DS 85 مسد نه‎ 


ثم الوظيفة الثامنة ( 856©101) 2 169 (.3) واستعمال 2 


(cpr ffl (TABL 


8 اه‎ 1 ar 


نعتبر المتتالية » المعرّقة بب 10= ي ومن أجل كل عدد طبيعي ۸ ٠‏ 1+ ,0,54 = ري4 ٠‏ 
استعمال اللمسة ْم الوظيفة الثامنة 
)R A6 ) | - (a, ) (TYPE) RI «(RECUR )‏ ؛ ونملئ 7 BM‏ هه 


نستعمل @@ [@0 من أجل ,2. الخانات كما في الشاشة ٠‏ 


اتوي 


fr هذا‎ a O RITE 


ايل الكهب الدريية 
الابتدائ-المتوسط-الثانوي 


و کہ العنا 0 التعليمى 


